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PRÉFACE. 



J'ai essayé d'écrire ce petit Livre dans le but d'être 
utile aux élèves des Universités. 

Certes, il ne manque pas de beaux Traités ou Cours 
d'Analyse. En quelques points, très modestement, je 
cherche seulement à les compléter un peu, et c'est ce 
que je dois expliquer ici. 

Il me semble d'abord que les étudiants, ceux surtout 
qui travaillent seuls, n'auront jamais trop de Livres 
d'Exercices. J'indique donc la solution de problèmes, 
presque tous posés à l'examen du Certificat de Calcul 
différentiel et intégral. 

D'autres exercices sont fournis par les transcen- 
dantes classiques y qu'on rencontre incidemment 
dans beaucoup de recherches, et qu'il faut savoir 
manier. 

Comme le faisait M. Painlevé, dans le Chapitre qu'il 
a annexé aux Exercices de Tisserand, je rappelle, au 
début, l'énoncé de quelques théorèmes importants, en 
tâchant d'être précis, et en m'efforçant de ne pas tomber 
dans cet excès de subtilité que M. H. Poincaré, au 
Congrès des Mathématiciens de 1908, a nommé le 
Cantorisme. 

Voilà pour la première Partie, très élémentaire, de 
ce Livre. 
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VI 



En second lieu, j'esquisse le contour de quelques 
Leçons, sur des sujets dont l'étude est récente. 

Par là même, ces questions, aujourd'hui en pleine 
évolution, n'étaient pas encore aptes à figurer dans les 
grands Ouvrages classiques. 

Il me semble qu'elles pourront intéresser les étu- 
diants dont l'esprit est curieux, et voici le point de vue 
auquel je me suis placé. 

Dans la Théorie générale des fonctions, il faut 
partir de la série de Taylor et faire un prolongement 
analytique avec Weicrstrass, ou bien il faut prendre 
pour point de départ le problème de Dirichlet, avec 
Riemann. Sinon, toute la théorie de Cauchy est comme 
suspendue en l'air. 

Sans cela, par exemple, on ne peut introduire dans 
l'intégrale de Cauchy que les trancendantes élémen- 
taires^ e^^ \jZ^ arctangz, etc. 

J'ai choisi le principe de Dirichlet, parce qu'il con- 
duit naturellement à une théorie très belle, celle de 
M. Fredholm, et aux équations de la Physique. Je parle 
donc des équations intégrales, dont chacun reconnaît 
aujourd'hui Timportance. 

La solution du problème de Dirichlet va d'ailleurs 
faire réfléchir un étudiant, par le fait qu'à première 
vue il lui semblera qu'on est en contradiction avec 
l'énoncé du théorème d'existence classique, dit théo- 
rème de Cauchy-Koivalesky, sur les solutions des 
équations aux dérivées partielles. Mais c'est qu'un co/i- 
tour fermé ne correspond plus du tout à la démons- 
tration de ce théorème classique. 

Et voici donc un avertissement suggestif : un énoncé, 
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très général et très beau, n'épuise pas forcément une 
question. Il est bien d'autres théorèmes d'existence 
que ceux de Cauchy (*). D'ailleurs, des cas 1res inté- 
ressants peuvent se présenter où cet énoncé tombe en 
défaut. 

Cela nous amènera à la théorie Ag^ caractéristiques, 
définies précisément comme multiplicités d'exception 
relativement au théorème de Cauchy. 

Et la théorie des caractéristiques nous conduit à la 
classification des équations du second ordre, en types 
elliptiqueSy hyperboliques, paraboliques. 

L'équation de Laplacc est du type elliptique; nous 
indiquons, après la théorie du potentiel, la solution 
qui résulte de l'œuvre de M. Frcdholm. Puis nous 
parlons de certaines équations du lype hyperbolique, 
linéaires et complètement intégrées; en particulier, 
ceci nous permettra de montrer la valeur de deux idées 
qui, dans cet ordre, se rejoignent constamment et se 
complètent : la Méthode de Riemann et les Approxi- 
mations successives de M. E. Picard, 

Enfin, on a, à ce jour, assez peu de résultats très 
généraux sur le type parabolique. C'est encore une 
équation intégrale qui semble devoir jouer ici un rôle 
important. Nous donnons donc simplement, à ce sujet, 
une étude rapide du célèbre problème d'inversion 
d'Abel et des équations intégrales de M. Volterra. 

Mon but sera atteint si j'ai amené quelques jeunes 
étudiants à réfléchir sur quelques-unes des hautes ques- 



(*) Voir les Conférences de M. Picard et la Notice sur les tra- 
vaux de M. [Jadamard. Paris, Gautliier-Villars. 
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lions que pose le Cours classique de la Licence es 
Sciences mathématiques, si j'ai réussi à montrer des 
faits inléressanls, et si j'ai ainsi aiguisé la curiosité de 
quelque lecteur. 

M. Emile Picard a bien voulu me permettre d'user, 
pour ma rédaction, de ses belles Leçons, qui sont tou- 
jours un régal pour l'auditoire. J'ai largement profité 
de l'autorisation, en ce qui concerne les équations de 
M. Fredholm et de M. Volterra. 

Il m'est agréable de dire à mon maître, à cette occa- 
sion, mon affectueuse et respectueuse reconnaissance. 

Septembre 1908. 
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EXERCICES ET LEÇONS 

D'ANALYSE. 

INTRODUCTION. 



RappeJoDs quelques formules importantes et quelques 
théorèmes fondamentaux. 



I. — Géométrie. 
Courbe plane. Rayon de courbure : 

Courbe gauche. Formules de Frenet-Serret : 

^(«), yis), z(s), (* = arc), 
S. = dy d^z — dz d^y \ 

B^dzd^x — dxd^z > ^=i\\dx d*x d^x\\ (»), 
C = dxd^y — dyd*x ] 

R = rayon de courbure, T = rayon de torsion. 

Cosinus de la tangente : a, p, y. 

Cosinus de la normale principale : a', P' y'. 



(*) Ce symbole représente un déterminant dont on n'écrit que la pre- 
mière ligne. 

D'A. I 
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2 introdu<:tion. 

Cosinus de la bi normale : -a", P", y", 



r A«-hB«-h 


G« 


I 

T - 


8 


R« ~ ds^ 


Aî-hB2-h Cî 


di a' 
57 = R' 




R' 


Ts-W 




. . . , 






do! a 
"37 " R" 


a' 




• 



Courbes tracées sur une surface : 

I" Lignes de courbure : les normales à la surface le long 
de ces lignes forment une développable, ou bien le rayon 
de courbure est maximum (ou minimum); 

2° Lignes asymptotiques : le plan osculateur est le plan 
tangent de la surface ; 

3" Lignes géodésiques : le plan osculateur est normal à 
la surface. 

Coordonnées curvilignes, — La théorie des surfaces 
comporte l'emploi des coordonnées curvilignes 

ds^ = C dx^ = dx^-^- dy^-h dz^ 

(carré de différentielle, non différentielle du carré), 

ds^ =Edu'^-^-iF dudv-hG dv^, 
EG — F2=H2>o. 

Angle des directions d et h : 

Sdx ùx 
dsll 
K du ùu ^- F ( du ^v -\- dç ou) -^ G dv ^v 



sfÊdû^TT, v/ESa^.. 
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Cosinus de la normale d'une surface : c, c', c", 



V c oa? = o < 

^cari =0, 



I D(.r.^) 

H D(a,P)* 

On a les autres, en permutant circulairemcnt, JC^ y^ z. 

Posons 

D =||<. ori rrill, 

D' = |K, or^ or'. Il, 

D'=||<, orî, :r;||. 

On a, de suite, 

C c rf« 07 = ~ ( D rfa« + 2 D ' rfa rfp -h D " rfp2 ) ; 

d'où les asympto tiques 

D rfa« -h 2 D' rfw dv H- D' rfp« = o. 

Angle de la normale N à la surface, avec la normale 
principale n d^une courbe de la surface. — N a pour 
cosinus c, c', d' , 

La courbe a pour cosinus de sa tangente a, a', a", et 
pour sa normale principale n : b, 6', 6", . 

-1- = - (r rayon de courbure), 

_ dx 

~~ ds ' 
d'où 

H IV \_ D du^-h iD' du dv 4- D'' dv^ 

d'où le théorème de Meusnier, et aussi les Lignes de cour- 
bure. 
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4 INTRODUCTION. 

Soit R un maximum pour r, dans une section normale 
|cos(N,/i;| = I 

(nous négligeons la question de signes). 
Écrivons donc que l'équation 

Drfa«-h...— ^(ErfM«-h...) = o 

a ses racines égales 

D du -h D' di^ — -^{E du -+- F dv) = o, 

D' du^l^'d^—^ (F du -+- Grft^) = o; 
n 

d'où les lignes de courbure 
{Ddu^iy'dv){¥du-irGdv)=^{ D' du -^ D" dv) {E du -^ ¥ dv)\ 

d*oii les rayons principaux 






Soient R| et R2 les rayons principaux, on a (O. Ro- 
drigues) 

û?:f -H Ri <ic = ô, dy -^ Ri de' = 0, e^z -H Ri de" — o, 
8a? -h R, 5c = o, ly -+- R, 8c' = 0, 8^ h- R2 oc" = o, 

rf et 8 sont les deux directions des lignes de courbure. 
Les lignes asympto tiques sont encore données par 

= 11 5*^ x'u, a?;, Il, 

o =: dp dx -\- dq dy pour z-=if{x^y). 

Les lignes de courbure par 

o^\\dx dk A II, 
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INTRODUCTION. 5 

A(M,i'), B, G étant les paramètres (pas forcément les 
cosinus) de la normale 

dx -\- p dz dy -h q dz -, . 

— d^ dq P^" ^=A^,y), 

et alors l'équation en R|, R2 sera 

(ri_ ,2)Rï__ R v/n-/?î-f-yî[(i-h;?t)<-f. (i -f- y«)r - 2^^*] 

-f-(l-h/>*-h^')'=sO. 

Surface développable 

rt — ** = o. 

Ou bien : même plan tangent te long d'une génératrice 

X ^ AZ -!-/>, 
y = bz-^q\ 

a, 6, p^ q^ dépendent de a; ce qui donne 
db dp — da dq = o. 

Surface réglée. — Le point central I est tel, qu'en 1, 
le plan tangent fait un angle de 90® avec le plan tangent à 
l'infini, 

tange = KÏM (Chasles), 

est Tangle des plans tangents en M et en I, K est con- 
stant sur une génératrice. 
Congruence de normales : 

X = az -hp, 
y = bz-hq; 

a, by />, g dépendant de a, ^. 

Ces droites sont les normales d'une surface si l'on a 

f'^^9'- rf, + M±||L rfp = différentielle exacte 
La surface est alors donnée par z = 



v/a* -+- 62 -M 
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b INTRODUCTION. 

Surface moulure, — Un système de lignes de courbure 
est formé de courbes planes et situées dans des plans paral- 
lèles. Le plan étant celui des xy^ on a 

X = <Ka) cosa — <^'(a) sina -4- p(«) cosa, 
y = <]y(a)sina -h ^' {cl) cosa H- ©(-5) sina. 

Le plan étant celui des xz^ on aurait 

5(n-/?«)— /?5rr = o, 

57 = — — =^==cp(^) — '^'(a), 
v/i-ha« 

= ?(.K) -H<J/(a)--a<ly'(«)- 



/ 



IL — Intégrales et séries. 
(Domaine réel.) 

Une fonction /(x), continue, a une intégrale, limite de 
somme. 

L'intégrale existe encore si Ton a un nombre fini de 
discontinuités finies ou de discontinuités infinies de certain 
genre. 

Exemple : 

-" f{x)dx 



r" f{x)dx 

J (^a—x)n 



est bien déterminé si Ton dif{x) borné et m < i. 
Exemple : 

/JÇ^x dx (4^= logarithme) 

V 

est bien déterminé. 

Dans certains cas, aussi, on peut prendre un champ 
d'intégration infini. 
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Exemple : 

r'^ f(x)dx 

Jk ^^ 

est bien déterminé sî l'on 9if{x) borné et [ji > i. 

Exemple : 

Jr* sinx c 
A ~^ 

est bien déterminé. 
Soit 

F(a7)=y f{x)dx, 

on a 

F est l'intégrale générale ou primitive. 

?>\ f est rationnel, F contient une partie rationnelle, des 
logarithmes et des arc-tangente. 

Soit 

/= R(sinj?, cosjr) (R = rationiiel), 

on peut intégrer, car sinx et cos^ sont rationnels 

X 

ex\ t = tang— . 
Soit 

il s'introduit une transcendante nouvelle 

/e^ dx r dx 
ou 1 — — = logarithme intégral. 

Soit 

/= ew*R(sina7, cosa?), 

nous avons la transcendante nouvelle 



e^a: cot — dx 



f' 

(Hermite, Cours d'Analyse, 1873, Gauthier- Villars). 
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8 INTRODUCTION. 

Soit Pfi un polynôme de degré n. 

Si /= Ryx, v/P2 )) on ramène aux fonctions rationnelles. 

Si /= R(^, v/PI), on a des quadratures elliptiques 
(/i = 3,4) ou hyperelliptiques, dont la théorie des fonc- 
tions complexes montre le vrai sens. Soit 

/=a7'«(a-f-6a7'*)/', 

on peut rendre rationnel si p ou ou /? H est 

entier. 

Soit une série yiw«(^), si elle converge uniformément, 
elle représente une fonction continue, et l'on obtient l'in- 
tégrale en intégrant chaque terme. 

Si \ — ^ — - converge aussi uniformément, elle repré- 
sente la dérivée de la somme ^««(a?). 

Même théorème pour une intégrale, où/(;r) contient un 
paramètre a, lorsque le champ est infini ou bien lorsque la 
fonction devient infinie, de façon que les intégrales con- 
vergent uniformément. 

Changement de variable dans une intégrale, — 
Posons X = ?(^)î ? est continu, ainsi que cp', à un point x 
correspond un point t, et réciproquement. 

Si /(a?) est contlnu,/[(p(^)]==:F(^)est continu, on a alors 



f 'f(x)dx= f\{t)dt 



«ï=?('2), 



Ceci suppose o'{t) non nul. 

Si çp et cp' sont discontinus en ^2> les deux membres sont 
égaux, tous deux déterminés ou tous deux indéterminés. 

On passe ainsi au cas oii l'on a un nombre fini de discon- 
tinuités. 

Même résultat pour un champ infini (*). 

( * ) Pour ces questions fondamentales, voir, par exemple, les Mémoires 
de M. C Jordan et M. de la Vallée-Poussin, dans le Journal de Mathé- 
matiques de M. Jordan, 1892. 
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INTHODUGTION. 9 

Bien entendu, on passe au cas où f' s'annule un nombre 
fini de fois. 

Intégration par parties. — Quand il n'y a pas d'ambi- 
guïté à craindre, U^"^ ou U" représenle -jzT' 

rUV» rfa? = û -f- (- I )« rVU« dx, 
Soit le cas élémentaire 

i" Si / et (p sont continus dans le domaine ab, /' et ^' 
ayant des discontinuités isofées. 

Si / /©' dx a un sens, f f'^dx aura un sens. 

V.** Si 6 = 00, si rfewj? des trois termes ont un sens 



//?'; //'?; i/?lâ, 



le troisième est bien déterminé. 

L^ intégrale multiple est encore une limite de somme. 
Une intégrale multiple se réduit à des quadratures succes- 
sives, dans un ordre arbitraire, si la fonction n'a qu'un 
nombre fini de discontinuités finies sur une parallèle quel- 
conque aux axes. 

S'il y a des discontinuités infinies ou si le champ d'inté- 
gration est infini, l'intégrale n'est déterminée que si cela 
a lieti, la fonction étant remplacée par son module. 

Sinon on aurait l'analogue d'une série semi- conver- 
gente, dont la somme dépend de l'ordre des termes. C'est 
une différence profonde entre l'intégrale multiple et l'inté- 
grale simple, qui tient à des considérations d^Analysis 
situs. 
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La dérivation, par rapport à un paramètre, donne lîeu au 
même théorème que pour une quadrature simple. 

On peut changer de variables, soit a:/= ç« (ma)» J est le 
jacobien 

\\àuk\\ 

K F{Xi) dxx rfar, . . . dxn = S F [?* ( "x )] \l\du^dii^.., dun^ 

Q^ et û„ sont les champs correspondants. 

On suppose J continu et ne s'annulant qu'en un nombre 
fini de points sur toute parallèle aux axes. 

Étudions maintenant les intégrales généralisées : fonc- 
tion ou champ infini. 

Si la fonction ne change pas de signe, l'intégrale 
multiple se réduit à des quadratures successives, dans un 
ordre quelconque, si cette opération conduit à un résultat 
déterminé (l'infini compris); le théorème subsiste si, la 
fonction changeant de signe, la réduction est possible en 
prenant son module. 

Quant au changement de variables, la formule subsiste, 
les deux intégrales sont égales, déterminées ou indéter- 
minées, si, à la frontière, les dérivées des cp sont discon- 
tinues, si J est nul, si la fonction est discontinue. 

Formule de Riemann, dans le plan. — Soit C un 
contour simple, coupé en deux points par une parallèle aux 
axes, (C) l'aire renfermée : 

Formule de Stokes-Ampère, dans V espace. — Soit 
une portion de surface, ayant deux côtés, limitée à une 
courbe gauche. Ayant fixé un côté de la surface et un sens 
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sur la courbe 



Formules de Green : 

n^-^^-^^\dxdjrdz= fpdydz-^qdzdx-hKdxdjr. 

(intégrale de volume) (intégrale suivant le bord exté- 

rieur de la frontière) 

Dans l'espace (et aussi dans le plan), 

A indique N j-j symbole de Laplace, 

J= fv^Ç-cos(n,x)d^—flJ^\dxdydz, 

d(T est l'élément de surface de la frontière du volume, n la 
normale extérieure 

-r- = dérivée normale extérieure. 
an 

Séries trigonométriques (variable réelle). — Cette 
étude s'impose : i** dans la théorie des fonctions analy- 
tiques, pour étudier f{z) sur le cercle de convergence; 
a** pour avoir des expressions analytiques de fonctions 
discontinues. 

L'étude élémentaire comporte les conditions de Diri- 
CHLKT : f{x) borné ddins un intervalles — 6; n'ayant qu'un 
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nombre Jini de disconlinuités ; sa variation ne changeant de 
sens qu^un nombre fini de fois. 
Dans ces conditions 

lim r F(a)'-^^rfa= -[F(-+-o)-+-F(-o)] (a<o<6), 

lim f F 

K=oo Jo 



(a) — ^-, '^doL= -[F(-+-o)-f-Frir — o)]. 



Ceci suppose que F n'est infini qu'en des points isolés 
( non en a = o ou a = tt) ; 

Que l'intégrale de [ F [ est finie et déterminée; 

/(or) dans l'intervalle o — 27t peut être représenté par 

S = - ao-h^^a,n ces ma? -h b^ s'inmx, 

I r^"" I r*"" 

«/«= - / /(a) cosmaû^a, bf„= — / f(a)s\Timada. 

Pour 0^^<27t, 

Si /{x) peut devenir infini en des points Ç en nombre 
fini; si l'intégrale de l/(:c)l Qsl finie, la formule subsiste, 
sauf en $. 

Dans un intervalle a — 6, 0"<a<;è<^2 7t, où f{x) est 
continu, S converge uniformément. 

Entre o et 27t, nous avons un seul développement uni- 
formément convergent, celui de Fourier. 

Peut-on avoir un autre développement, à convergence 
non uniforme, pour/(^)? 

La fonction satisfaisant à certaines conditions (de Diri- 
chlet ou de C. Jordan, ou définies par des propriétés de 
certains ensembles)^ la réponse est négative. 

Signalons un théorème de P. du Bois-Reymond : 

Lorsque j — ^ —/{x)dxauneumUepourn = oo^ 



Digitized by 



Google 



INTRODUCTION. l3 

cette limite ne peut être que -/(+ o). ( Voir les Leçons 

de M. Lebesgue, coll. Borel, et le Mémoire de M. Hurwilz, 
Ann, Ec. Norm,, 1902.) 

III. — Fonctions d'une variable complexe. 

Si nous avons une fonctions réelle f{oc)^ si elle admet n 
dérivées, la {n 4- i)»*"« restant finie, mais n'étant pas déri- 
vable, on peut employer \di formule finie de Ta^^lor 

f{X H- h) =f(x) + !^/'{x) + Çr (^) +. . . 

\n-\-i '^ 

o<e<i. 

Dans quel cas peut-on passer à la série infinie de Taylor? 
La théorie des fonctions répond à cette question (*). 

Soient P(x, j^) et Q(^, JK) deux fonctions réelles, déter- 
minées, dérivables. 

Il faut et il suffit : 



Ou bien : 


dP __ ()Q dP _ 

dx '~ dy' dx '~ 


ày 


8P = = 8Q 


/. a« d^ 


mboh 



Alors P + «Q est fonction de ;r -4- iy^ fonction holo- 
MORPHE, ou synectique, ou régulière, ou monodrome, c'est- 
à-dire déterminée, ainsi que sa dérivée, et continue 

synectique. Donc : toutes les dérivées sont synectiques. 

(*) Voir Coll. Borel ( Gauthier-Villars). 
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l4 INTRODUCTION. 

Par définition, on pose 

r /(z)dz= f {Pdx — Qdy)-hi(Qdx-hPdy), 

On va de A en B par un chemin quelconque. 

/ /{z)dz est indépendant du chemin, c'est une fonc- 

tion synectique F, sa dérivée est/. Donc : toutes les inté- 
grales sont synectiques. Nous avons l'analogue du théo- 
rème de la moyenne 



\i 



f{z)dz 



< M X arcAB, 



M étant supérieur au module maximum de /sur Tare. 

(Si la fonction devient infinie, ou l'arc AB, vo/r plus loin 
Texlension de la notion d'intégrale.) 

Remarquons que f{z) donne une Carte du chemin 
de z. 

Dans une région S du plan de z=^x -\- iy^ si la fonc- 
tion est holomorphe, sauf en des points ou groupes de 
points qui n'interrompent pas la continuité de S, la fonc- 
tion est dite anàlytiqde [J. Hadamard, La série de Taylor 
(coll. Scientia)]. 

f{z) est développable en série de Taylor si elle est holo- 
morphe dans une aire finie 

f{z) = 9{z — Zq) = ao-h ai(z — Zo)-h. . . (Cauchy). 

Le développement converge dans tout cercle de centre z^ 
où /reste holomorphe. 

Si la fonction cesse d'être holomorphe en un point isolé ^i , 
on a le développement suivant, convergent dans un anneau 
de centre z^^ isolant 2|, 

f(z) = (S{z — Zx)-\-<Sxlj-^\ (Laurent). 

D'où la définition du pôle et du point singulier essentiel. 
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INTRODUCTION. l5 

Tout ceci se déduit de la formule 

X est intérieur au domaine (C) dans lequel f(^z) est holo- 
morphe. 

On peut dériver 

Si le domaine est un cercle de rayon R, de centre O, 
M étant le module maximum de / sur la circonférence, 
on a 

d'où la majorante^ pour/, 

?(5) = 



z 



Cela s'étend au cas de jo variables. 

Si/(<3) est holomorphe dans tout le plan : 
1° Et de module borné, c'est une constante; 

2" Et telle que '' \J \ î^oit borné, c'est un polynôme de 
degré m. 

Siy(z) est analytique dans tout le plan : 

1° Et n'ayant comme sin«;ularité que le point infini, pôle 
d'ordre m, c'est un polynôme de degré m\ 

2" Et n'ayant comme singularités que des pôles, même 
au point infini, c'est wne fonction rationnelle. 

Une fonction analytique qui n'a, à distance finie, que des 
pôles, est dite méromorphe. Elle est le quotient de deux 
fonctions entières, c'est-à-dire holomorphes dans tout le 
plan. 

Soit une fonction F, holomorphe dans un domaine (G) 
sauf en des points isolés. Eu un tel point ^f, on a uu 
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terme — - — ; A...« s'appelle résidu 



rF(^)rf^ = 27C*V A. 



1 
c 



Soit F une fonction analytique n'ayant que des pôles, 
o une fonction synectique. 

Soit Tt un pôle de F et p une racine, on a 

^ est la sommation étendue au domaine (G). Le pôle (ou 
c 
racine) multiple d'ordre k sera compté k fois. 

Tout ceci est dû à Cauchy. On en déduit le théorème de 
d'Alembert. 



Fonctions élémentaires. 
Logarithme. — Soit z = pe'?. 



r dz „ 



Ce sera déterminé si <p est fixé, c'est-à-dire si l'on trace 
une coupure artificielle de o à l'infini, qu'on ne traversera 
pas. 

Ayant bien défini l'argument cp, on a 

iizz'^^z-^-J^z' 

Exponentielle. — Soit e' la fonction inverse de J^z^ on 
trouve e^ =:e^{co^ y -\- is\u y) y donc nous retombons sur 
les définitions élémentaires. 

Puissance de z^ 

!P p^ o, R a une infinité de valeurs, 

a non rationnel, ^ a une infinité de valeurs. 
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Ayant bien fixé 4^s, c'est-à-dire R et *, on a encore 

Les propriétés élémentaires piennent une forme un peu 
plus compliquée que dans le réel. 
Soit 

z ne change pas par k circulations autour de o. Mais ce mou- 
vement fera s'échanger entre elles des puissances ration^ 
ne lies de z. 

Ceci a donné naissance aux feuillets de Riemann. 

Par exemple, z^ n'est holomorphe que si l'on trace une 
coupure artificielle ô — oo. 

De même, 41 et ^z^ — i sont holomorphes, si l'on 

trace une coupure entourant complètement + i et — i . 

Arc tangente et arc sinus. — Intégrons 

dz _^ \ / dz dz \ 

^* -h I "" 2 * \ z — i z -i- ij * 

nous obtenons 

arc tang^ = — :[-Ç('« — — -CC-* -H -+- 'îkTzi], 

On obtient des branches synectiques si l'on trace, à par- 
tir de 4- / et — /, des coupures qu'on ne traverse pas, 

dz 
arc sin^ : 






On obtient des branches synectiques si l'on trace, à par- 
tir de 4- i et — I , des coupures qu'on ne traverse pas. 
On a encore 

arc sin^ = T^iiz ± /i — z*). 

Or 

{iz-h]/~){iz-)/^)== — i. 
D*A. a 
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On a donc, comme pour le rée/, 
arc tang^ = a-hA:ir, 

arc sin^ = # 

( {2k-hi)r. — %. 

Intégrale complexe généralisée. — Dans le domaine (C), 
si autour d'un point é on a 

Soit 

<p = arg.(5 — 6). 

Si Ton arrive en b par un chemin L tel que 

?0<?<?1» 

rintégrâle est déterminée et indépendante du chemin L. 

Même théorème pour un chemin A s'étendant à Pinfini, 
si cp finil par rester entre (po ^^ f i ^^ si 

Dans les cas les plus ordinaires, la condition relative à (f 
n'interviendra pas (C. Jordan, Cours, t. II). 

Remarque. 

Si l'on veut pouvoir parler de fonctions analytiques, 
autres que les combinaisons des transcendantes élémen- 
èaires, il faut : 

1® Ou bien, avec Weierstrass, prendre pour départ la 

série ^a,^^" (prolongement analytique, etc.); 

2® Ou bien, avec Riemann, prendre pour départ le pro- 
blème de Dirichlet (solution de 8m = o, déterminée parles 
valeurs de u sur un contour fermé du plan xy). 
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INTRODUCTION. I9 

IV. — Équations différentielles. 
Théorèmes d'existence. 

Soit une fonction holomorphe, développée en série, 
M le module maximum, Ti , r^^ ... des nombres moindres 
que les rayons de convergence associés; G|, G2 et leurs 
combinaisons sont des majorantes 



0,= 



Voici, alors, le principe du Calcul des Limites de 
Canchj. 

Soit -£ =/(x, y) analytique. 

Écrivons 

dz^ _ M 

dx 



M 




_ -^ £2 ^n 





(-5K-«) 



s'il y a une solution z^ holomorphe, il existe^une solution y, 

holomorphe, a fortiori, autour de l'origine. 

Dans le plan de x^ on aura à prendre le plus petit des 

deux cercles 

( ~^\ 
a, p = a\i— e? «M^y^ 

pour un système de n équations du premier ordre, 

p = a\i — e~<"-<-*)Mrtj, 

La méthode des approximations successives de M. Pi- 
card donne, au lieu de p, 

(E. Picard, Traité d^ Analyse, t. II et 111). 
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Le calcul des limites et les approximations successives 
s^appliquent aussi aux fonctions implicites (E. FouËf, 
LeçonSy et M. Goursàt, BulL Soc, math., i^o3). 

Rappelons la méthode fondamentale de Cauchy-Lip- 
schitz, où Ton regarde la (HRerentielle comme une diffé- 
rence ; la méthode d'approximations de M. de la Vallée- 
Poussin (Cowr^rf'^/ia/y^e); la démonstration de M. Féjer, 
qui ramène immédiatement aux quadratures {Comptes 
rendus, lo décembre 1906). 

Lorsque /( 57,^) satisfait à la condition de Lipschitz, 
bien plus large que la condition d'analycité ' 

on peut affirmer V unicité de la solution. 

V. — Equations aux dérivées partielles. 

Après les travaux classiques, sur ce sujet, M. Goursat a 
fait l'extension directe du calcul des limites. 



Soit/?=/(^, j^, 2, q) analytique. 

M. Goursat remplace x par - dans la majorante 



o<a<i. 

Remplaçant z par z-^-ax^ f ne contient pas de con- 
stante, d'où 

G= —-. -!— M; 



(-^)(-?) 



posant 

a? -+- a j^ = a, 

on a Téqualion majorante 

^_ M 

du 



y K /(' p'^")' 
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On a donc une surface solution passant par une courbe 
donnée, A moins que la courbe ne soit caractéristique 
(c^est la définition). 

1 . Équation linéaire : P( j:, ^, z)p H- Q^r = R. — Ca- 
ractéristiques : 

dx _^y ^ ^* 

une caractéristique en un point (j?*, J^*, ^•). 

La solution passant par une courbe C est formée par 
l'ensemble des caractéristiques des points de la courbe C. 

2. Équation quelconque : F(a?, y^ Zj />, q) = o, 

da? 'dp 

Caractéristiques : 

?^ — f^ — ^^ _ — ^/> _ JZ^5L{^ dt\ 
P " Q "■ P/>-+-Q^ "" X^^Z " Y-h^Z^"" ^* 

i" Un conolde de ces courbes en un point (;r®, y^^ z^). 

La solution passant par une courbe C s'obtient en me- 
nant par la tangente à C un plan tangent au conoïde et en 
prenant la caractéristique définie par le contact sur le 
conoïde. 

C étant 

a?o(tt), jo(tt), zO(m), 

i F[arO(tt), ^0 q^] = 0, 

{ dz^ ^ dx^ ^ dy^ __ 
\ du ^ du ^ du ^ ' 

Le conoïde des caractéristiques est une solution. 

2® Soit une intégrale première du système des caracté- 
ristiques ^(^, JK? ^) />>?) = o; F et ^ permettent d'ex- 
primer jo et q en x^y. z] alors 

dz — pdx — q dy = o 
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11 INTftODCCTION. 

donne une intégrale complète de F, 

V(ar, j^, z, a, 6) = o. 

El l'on obtient une intégrale générale en posant 

6=cp(a) (©arbitraire), 

et en prenant Tenvèloppe des surfaces V. 
Même théorie si l'on a n variables indépendantes (*). 



(^) Ceci présente des difficultés. Il faut se reporter au beau Mémoire 
de M. Darboux, Mémoires des savants étrangers. Institut de France, 
i883, et aux Ouvrages de Sophus Lie, Differential-Gleichungen, 1891; 
Berûhrungs-Transformationen, 1896, Teubner, Leipzig. — Voir aussi 
les Leçons de M. Ogursat, 3 vol., Hermann. 
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CHAPITRE I. 

QUADRATURES. 



FORMULES DE WALLIS ET DE STIRLIMG. 

1. Soit 

démontrer la relation suivante : 

lim (nHJ ) = -» 

e rfa;, et de ni pour n 
très grand. 

En intégrant par parties, on trouve de suite 

(i) H,i^i= — — - Hrt_i, 

n -h I 

d'où : 

i . 3 . 5 . . . ( 2 n -h I ) TT 



H2« = 



a.4-6« • -(2 /i) 2 



„ îâ.4.6...(2/l) 



3.5.7. ..(2 /H-I) 

Faisons le produit 
(2) (a/n-i)H,„H,«^., = ^. 

Il faut prouver que Hj,^ et H:^,!^, ont même limite, 
pour n = oo. Cela résulte de l'inégalité 
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24 CHAPITnE 1 

d'où 



2 /l -h '2 

Nous avons donc 

lim [(2n-f-i)Hî;,+,l= ^, 

11=00 2 

ou encore 

Dans H2//4.I, faisons ^^= i — z^, puis 

_- ** 
d'où 

(3) v/^H,„^,=y*''(^i-^y e/I^. 

Cherchons la limite de Tintograle. D'abord 

/*e-"' du= f -h f . 

La deuxième intégrale tend vers zéro avec |-« 
Menons n assez grand pour que l'on ait 



!(-?)" — 1<- 



e étant tel que Le tende vers zéro quand L croît indéfi- 
niment. 

Le deuxième membre de Tégalité (3) a donc même limite 

que j e~"* du. 
D'où 



(4) / e-"'du = 






A 



(Connaissant cette valeur et intégrant la même fonction 
sur un triangle formé par Taxe Ox, la première bissectrice, 
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QUADRATURES. 23 

et un cercle de rayon très grand, dans le plan de la variable 
complexe, on obtient les intégrales de Fresnel 

J %\n{x*)dx=J* cos(a7«)^=i|/^- 

La formule de Wallis a été obtenue 

(5) ^'^(2/n-i)Hî„^,, 

ceci s'écrit aussi bien, en posant : 



y 

)j7.tZ X « 



(5') --^^ 



T^i-XX) 

On peut encore remplacer o par A == o.e^ 

^(X -\-\) 

ie|<,. 

Faisons le produit 



d'où 

d'où 

d'où 

d'après (5') et (5"), 

l£=a?! = yJ^Tze-^ x'^'^i^i^Zx) (Stiriiiig), 

tx tend vers zéro avec - • 

X 



^{x) 


4/(a7H-ï) 


^{'IX-'X) 


<KJ7H-] 


I) 4;(ar-h'2) 


^{1X) 




^^1X) 


0, 




IBiKi, 






^ix) 






^{x)^\. 
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26 CHAPITRE I. 

Par la théorie de la fonction gamma, on a une meilleure 
approximation. 

2. Calculer V intégrale double 

I j x^ y^ il — X — y)^ dx dy , 

étendue à Vaire du triangle formé par les droites 

a? = o, j^ = o, X -k- y — ï = o. 

1 q* î 

^3 (,_.ar— y)3 dy=y[(i-x)y-i — iydy 

est une diflFérentielle binôme intégrable. On pose 
r — X 



y 

d'où 



-1 = ^ 



Or 



(f-f-l)' (^-+-1)* (<-+-!)* (f-+-l)*' 

d'où 

On a d'ailleurs 

>* 1-1 

t^ dr 11 __2'^__K 



^ H- I . 9. ir Vi 



Remplaçons t par - 



/ t ^ dt - *- 
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Dérivons deux fois par rapport à a 

faisant a = i , il vient 

(i-^)» \3 9/ 9 9/3 

D'où la valeur cherchée 

3'2v/3 7r 
2833 

3. Démontrer que les deux intégrales 

f dz, v= j= — dz 

satisfont à un système adéquations différentielles du 
premier ordre. Intégrer. 

intégrons par parties : 

f y/z d(e-^ smzx) =^ 1-^ -ix-^, 



du dv 

Tel est le système (i), (2). 
Posons 

d'où 



2W' 



I -h W* 1 -h a?» 
Posons 



= , 2arc tangW = arctangic. 



Soit donc 



6 u 
;ï: = tang0, W = tang - = -• 



M = ASin-> P = ACOS-> 

2 2 
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on aura 



\ = C\/côsT, 

ce qui donne u et v. Il suffit d'obtenir C. 
D'ailleurs : 

/i-i-a?' 

4. Trouver les intégrales de V équation différentielle 
du second ordre 

qui sont des fonctions rationnelles ou simplement pé- 
riodiques de X. (Sorbonne. ) 



On 



4s-«^-^->g 



el, en inlégrant, 

dy 



/dyV 1 4 . r d 



\y^^c 



y est, en général, une fonction de x admellanl deux pé- 
riodes. 

1° Si c = o; on a 

dy 



/dy 

y- 3 / 4 I 



2° 11 y a encore une valeur de c pour laquelle le poly- 

Digitized byVjOOQlC 



QUADRATURES. 29 

nome sous le radical n'est plus de degré 4« Posons 



I 

3' 






^^-'V^'-^î-l 



^ n'a plus qu'w/ie période. 
Posons 



y = i-h ^ et ^ =5 , 



/dz r du 

/ s / / 8 

i y 3 2 

ou, en modifiant la constante, 



-(XH-A:)V/ 



Prenons X= Sy/â, écrivons l'équation aux inverses des 
deux membres, le radical s'élimine, 

— 6v/ï 



5. Calculer 

L'intégrale est bien définie et se peut calculer, dans le 
domaine réel, en remarquant que (4^^?)'=:— • 
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Première intégrale, — Dans le domaine complexe, 
prenons le contour ci-dessus : lacet autour de o, de — i, 

Fig. I. 






cercle F de rayon 1res grand et introduisons la fonction 



F = 



(•C^).^. 



En un point i, prenons 



en 2, on aura 
d'où 



Pour le grand cercle, on a zéro quand — tend vers zéro. 
Calculons le résidu p, au point — i, 

« = (-i)(i-ï),. <^=i'^-C-^ -..., 

p = coeff. de ;rr = iiz — i — 2t7c = — nz — i. 

Soit J l'intégrale cherchée, à la seconde intégrale, 
dans (i), lorsque A' tend vers zéro et M' vers oo; l'équa- 
tion (i) devient 



d'où 



41Î1J — ^Tz'^a — 'nzi{Tzi-\- i) = o, 



J = - , a = - . 

2 2 
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Deuxième intégrale, — Même contour. 
Prenons 



En un point i 

- / = 

en un point 2 






^«= — ^-^7i ' 

d'où 



M' ,— 



/ X I \/î -C ^ dx . C Jx dx . r 

Pour le grand cercle F, on a zéro. 
Calculons p 

.;=,-(.-|-ï-...), 

P = coeff. de ;^ = t. 

?' 2 

Faisons tendre A' vers o, M' vers 00, soit J' Tinlégrale 
cherchée, à l'autre; nous avons 



(2) — 2J' — iTzia' -^iTzii jj = o, 

j = TT, a = — • 

2 

6. Calculer 

J = / a? v^i — a?* <ia7. 

Soient a, p, y les points représentant les racines cubi- 
ques de I 

2 ITT 4/11 

Le système des lacets entourant a, [i, y rend uniforme 
la fonction ^i — -s^. 
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Soit r un cercle de rayon R très grand, décrivons le con- 
tour total fermé en partant de A avec la détermination 

Fig. a. 




réelle ou de moindre argument que nous écrivons 
(y/i — z^ )i . Quand A tend vers o et M vers a, les intégrales 
sur AM et M'A' donnent 

J — sJ. 
Sur A'Q', on a 

et notre fonction est devenue, à cause du lacet a, 



d'où 






r3eû?r = J. 



Chaque lacet donne donc 

J--eJ. 

Il faut calculer l'intégrale suivant F. 
Imaginons la coupure AL tracée le long de Ox, avec un 
demi-cercle autour de a. Entre a et -4- oo, on a 
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Posons 

I , — du 

z = —» dz = — T— , 

U M* 

et u parcourt, en sens inverse, un cercle très petit c quand 
z parcourt un cercle très grand C 

/l ô / a' \du iTzi \ 



d'où 



3J(.-E) + ^eï=o, 



d'où 

•ITZ 



9/3 



7. Calculer 






Dans le domaine réel, faire x = "- 

Dans le complexe, on rend uni/orme la fonction par le 
lacet entourant o et -H i . 

Nous avons, au point — i , un résidu à prendre, puis une 

Fig. 3. 

--A'" /V^A' . ^_M>^ 



\^>^ 



intégrale suivant — F, comme précédemment, ou résidu à 
l'infini. 

On part, en A, avec la détermination réelle, que nous 
écrivons [y/^^^, — ^)]|. 

D'A. 3 
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An point A'", posons 

-s -M = ï, I ^ I = I - ï, 

et y argument de z est 71. 
D'où 

De même 

et Vargumeni est 27t, à cause du lacet MPM'. 
D^où 

[Il î£7Ç 1 

Pour avoir le résidu au point — i, nous avons donc à 
former le produit 

..j(,_|,_..)(,_.ç_...). 

Le coefficient de t^^ est 

Ê*A= — • 

8 

C'est le résidu cherché. 

Les intégrales sur AM et M'A' donneront K(i — e) el 

l'intégrale sur F tend vers zéro avec -^j d'où 

A. 

K(i — e) -f-'27:t— =0, 

K(£ £*) = 271 t'A, 

1 

A= , B = 2Sin-r-, e — e*= tB, 

9 3 

d'où la valeur cherchée de R. 

8. Démontrer la relation 

r \Mx^y) drn dy 
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P est un polynôme de degré /i, U est défini par 
l'identité 




^)/P(7) 



1 ^r \/^(r) 1^ U(^,.: 



r) 

/P(7) 



C e/ G' 50/1/ deux contours, dans les plans des variables 
complexes x^ y, entourant, le premier les racines «i 
e^ a2 rfe P = o, le second les racines a^ et a^, 

Fig. 4. 




Posons z = y/P(a:) V^P(^); nous avons à considérer 

Nous avons deux intégrales J^ et J2. Calculons J^ . 

Soient p et q les points où les contours se couperaient 
si les plans x, y étaient superposés, y suivra le contour G 
ei X le contour XiX^-h x^x^, laissant de côté deux petite 
éléments autour de p et q. Laissons d'abord y fixe en un 
point quelconque de C 

Quand a: effectue le tour deC, la détermination de v/P(.r) 
n'est pas changée. 

Intégrons donc en :r; il vient 



? = 



/(^3)-/(^l) 
-/(^2)~/(^0 



/(^p)= 



\/P{:Pp) 



(7- 



^)\/^{J') 



U reste à effectuer 



i 



^(y)dy. 
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Q sera décomposé en mqnrm et mrnpm par un petit con- 
tour auxiliaire. Puis la première partie sera décomposée 
elle-même autour de q. 

Ecrivons ç sous la forme cp^ + cp2 : 



On a 



?i=/(ar,)— /(iPi), ?î=/(^s)— /(^O- 



|<pi|<e, l?2|<E. 



e tendra vers zéro en même temps que les arcs X\ X2 
et ^3 ûc^ . 

Nous appelons F le grand contour, y< et Y2 les petits 
contours dessinés en pointillé. 

Pour le contour F, les intégrales de ©1 et cpg sont, en 

Fig. 5. 




module, moindres que yi, qui s'évanouit avec e. 
Pour y, et y2> wn seul terme donne un résultat. 
Le contour yi donnera 



/, 



v/P(^2) dy 



s/ny) y-^^ 



(puisqu'on peut faire évanouir le contour y< ). 

Le contour y2 donnera, P(^) ayant changé de détermi- 
nation après le contour du point a^^ 



L 



— V'P(a7t) dy 



-\/^(.y)y-''^ 
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Donc 

Jl= 47c t. 

Avec ce contour, 

Ji= o. 

C'est la démonstration simple, donnée par M. E. Picard, 
d\in théorème de Weierstrass, relatif aux systèmes de 
périodes des transcendantes hyperelliptiques. 

Pour le cas elliptique, le théorème est le suivant : 

1 

K= r ' =, K,= fid, 

On a 

KJi-JKi= - 
2 

(Weierstrass, Werke, t. I; Picard, Fonctions algé- 
briques de deux variables, t. II). 



SOMMES DE GAUSS. 

9. Soit 

1 

Déduire ces sommes de l'intégration, suivant un con- 
tour fermé, de la fonction 



Supposons n=zin' et prenons pour contour un rec- 
tangle de côtés n' et 2/?, p étant un entier ; 

OA = 0A = /?, AB = A'B' = n'. 
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Les pôles sont o, i, 2, ..., ni. Nous les isolons par de 
petits cercles oiijdemi-cercles. 

Fig. 6. 




Étudions rinlégrale de contour. 

I. Sur AB. 

Soit N le numérateur z=i t =. pi, 

kTZ p 

Le dénominateur 

D = e^'^P ( I ^ r- 1 e^it^^ 



Donc 



\Yy\nue^'^P (pour/? = oc), 



I Bl ^n' 2JZP 

Ka l^'"'' Jo 



Ceci tend vers zéro avec -• 

P 

IL SurA'B'. 

On voit de suite que l'intégrale tend vers zéro avec -• 

IIL Sur A' A'' et B"A. 
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Nous obtenons de suite 

Le crochet se réduit à — i. D'où 
il e " dt. 

Ceci est uue expression connue, a, lorsque e =: o, 

/> =00. 

IV. Sur BB2 et B| B'. 

Le crochet se réduit à i. D'où, pour e = o, /? = 00, le 
terme 

V. Les résidus sont (racines simples du dénominateur) : 

I i?ii*« 

air* 

On n'a qu'à exprimer a par les intégrales de Fresnel, 

pour avoir 7 0^^. 

(Même méthode pour /i = 2 /i' -f- i .) 
Remarquons que 0)t=:6„_)t, puisque e^'^'*=i; nous 
avons alors ta somme de Gauss. 

10. Calculer 

Jr"*"* ar* — b^ sina? , 

Prendre pour contour l'axe des x avec un demi-cercle de 
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rayon très grand, ou un rectangle, et intégrer la fonction 
Calculer 

y o < a < I. 

Prendre l'axe des x et un demi-cercle de rayon très grand, 
d'où 

C'^x'^-'^dx 71 / r'^ x^-"^ dx\ 

I = -: j 1 / |=7ccota'ir. 

./q i-\-x sinaiz yj^ \ — xJ 

La parenthèse indique qu'on prend la valeur principale 
de Caiichy. 
Calculer 

/ — r- — e-^smx dr. 

Soit 

- _^ r "^ e-^ sin X dx 

on a à calculer J< + J2 + J3 (par parties). 
Calculer 



H = / j j- arc tang ^ dx. 

J (i — ar»)* {a'^-'X^)' 



X 

^_^ (i — ar»)» (a« — ar«)* (\ — x^Y 



Faire ^ = sincp, puis coso = w, -5^= i H j—y et l'on est 

ramené à 

{a!*"- x^^ dx 



J (£ — ar«)»/a' — ^2' 
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PROBLÈMES DIVERS. 



APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES RÉSIDUS. 
NOMBRES DE BERIYOULLI. DÉVELOPPEMENT DE COt^. PROBLEMES. 

1. Rappelons quelques résultats {*) : 
Soit une fonction y(z) méromophe. 

Représentons par T /(z) la somme des résidus dans 
Taire C. 

Prenons pour le contour de G successivement des circon- 
férences G„, de rayon R„, évitant les pôles, R,, croissant 
indéfiniment avec /i, on a 

D'où ces théorèmes : 
Si Ton a 

(1) lim Znf{Zn) = k 
n= » 

uniformément pour o£o£2tc, il en résuite 

(2) lim / /(^) = A. 



(*) Voir le Volume, si précis et élégant, de M . E. Lindelôf (collection 
E. Borel). 
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Celle limile est le résidu intégral de Gauchy 

Le ihéorème subsiste si la coadition (i) est vérifiée sauf 
seulement pour/? valeurs de ç et si, en ces points, Zn/{zn) 
conserve un module fini. 

De même, si Ton a 

(lO lim/(^„)=A, 

n=ao 

la condition étant réalisée uniformément, sauf en p points 
où/{Zn) conserve un module fini, il en résulte 

(.') L^^ = ^- 

Si Ton a 
et si la fonction y*est impaire, on aura 

l II suffit d'écrire 

J, z„—x J^ Z%—X^ J 

Appliquons ceci. 

2. Calcul des nombres de Bernoulli, — Ce sont les 
coefficients du développement de ^ _ > 

5—1 z a ^^ ■ (2/:)! 



Formons 

f( z\ = 
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Les pôles sont ± 2mzi(n entier) et zéro. Nous pren- 
drons 

R„=(2/l — I)7C. 

Ainsi Ca étant toujours à une distance finie d'un pôle 
quelconque, Znf{zn) tend uniformément vers zéro sur tout 
le cercle C». D'où A = o, 

— « 

1 

3. Développement de tz cotTt^. — SinTt^ a les racines 
simples d= n qui seront pôles simples de cotTc^. 

D'après les développements tayloriens, chaque résidu 
est -+- 1 . 

Prenons R^irr/i , alors la circonférence C/, passe à 

distance finie de tout pôle, d'où, M étant un nombre fixe^ 

l/(^«)l<M, 
d'où 

Jim = o, 

uniformément. 

D'ailleurs, la fonction est impaire, d'où 

£./(£! = o, 

1 

ir cotTzx = 1-7 ( 1 )• 

X ^\x-+-n X — n/ 
1 

Ceci peut s'écrire, ^l signifiant qu'on associe constam- 
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mcDl 4- A" et — k (pour la convergence), 



cota? =7 -, — , 

Âmi X — Air 

— ee 

ng^=-coi(x-f)=-2;' — 77— rv 

\ \ I X x\ v" (— r>^' 
-: — = -(cot- -h tang- ) = > r—. 



ta 



D'une façon plus précise, et conformément aux idées 
d'où proviennent les théorèmes généraux de Weierstrass 
et M. Mittag-Leffler, écrivons 

cota? = - -h >; ( -. 1-7 1 î -7- ) 

X jk^\x — KTZ KTZ X ->r KTZ KTZ J 

1 

""a? JmLL\x — Atc k-n) 
— 00 

Intégrons 

— 00 

4. Trouver les points singuliers possibles des inté- 
grales des équations linéaires homogènes, par le calcul 
du Wronskien, — Soit, par exemple, pour simplifier, une 
équation d'ordre 3 

et trois solutions u, v^ w\ elles ne sont indépendantes que 
si le wronskien est ^zé o, 

W = 1|m u' u'W. 
Groupons dans le terme p toutes les singularités de P, 
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Q, R, écrivons donc 

^ =11" " " Il 

= \\u u! — />(aa'-f- pa'-+- Yw)|| 

^-p%\ii u! ii'l|=-PW, 

W(a7) = W(aro)c~-''*'". 

Si donc W(a:o) 7^0, W ne peut s'annuler que pour les 
points singuliers de/>(^). 

L'intégrale est donc régulière tant qu'on n'atteint pas un 
point singulier des coefficients. 

5. Soit 
(0 g =/(x,r) 

une équation différentielle du premier ordre; à quelle 
condition doit satisfaire la fonction /(^, y) pour que 
les courbes représentées par l'intégrale générale 

forment une famille de courbes parallèles? (Sorbonne.) 

La trajectoire orthogonale de la famille des courbes (i) 
a pour équation différentielle 

dv 
il faut et il suffit qu'on ait 

or, on a, en dérivant l'équation (2), 

d^J^'^'y)^ dx\dx^ dy dx) "' 
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d'où la condition 

dx ày dx * 



et, en éliminant -r-, 
' dx 

Donc /"(^, y) satisfera à l'équation aux dérivées par- 
tielles (3), dont l'intégrale est 

(4) ^-^rf=^(f)' 

Posons 
on aura 

P P 

On n'a qu'à dériver ^ en x^ d'où x en fonction de p 
6. Étudier V équation différentielle 

par le changement de variable 

(2) ^^y^^y^^^y 

[A, B, a, 6 sont des constantes. Les dernières sont arbi- 
traires (*).] 

L'équation (i) donne 

, a h — a — a' — A, l^ — ih — ah m\ 

(3> ^-s^= — ïi — y^^\ — ji — ^^)y- 

(*) Halphen, Mémoires de V Académie des Sciences, t. XXVIII. 
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Nous poserons 

Îb — a — a' = A, 

Dérivons (3), deux fois, il vient 

(4) ^•'+_.'_(_^_j^ = o, 

a}^anl posé 

kx=7.a-^ h — a* =A-+-3a, 



( Bi = a{b -H2 — a) = B— 2A — 3a*, 

a étant racine de l'équation (5) provenant du système (1) 
par élimination de b 

(5) a(a -+- i)(a-h a) -H A(a -H 2) — B = o, 

(4) et (i) sont identiques, sauf quant aux valeurs des coef- 
ficients, d'où les remarques suivantes : 

i" A = B=,o. — L'équation (i) est à coefficients con- 
stants, donc intégrée. 

Alors (5) admet la racine a = — i , qui donne 

Ai= B, = — 3. 

Donc (i) est intégrée pour 

A = B= — 3. 

2" A = B = — 3. — Alors (5) admet encore la racine 
a = — 1, qui donne 

A, = — 6, Bi=o. 

Donc (i) est intégrée pour 

A = — 6, B = 0. 

3^ A= — 6, B = o. — L'équation (5) admet la racine 
a = — 3, qui donne 

Ai=B, = — 15. 
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Donc (i) est intégrée pour 

A = B= — 15. 

Nous apercevons une loi : (i) peut être intégrée ainsi 

pour 

A = B = r — /i», 

n étant un entier, premier avec 3. 

Démontrons-le ; 

Soit 

A = B = i— n«, 

(5) admet la racine a^ — i , qui donne 

Ai = — (n2-h2), B, = n«— 4. 

Donnons ces valeurs à A et B, (5) admet la racine 
a := — /i, qui donne 

Ai = — (nï4-3n-i-2), Bi = o. 
Donnons ces valeurs à A et B, d'où la racine 

a = — (n-H 2), 

qui donne 

Ai=B, = i — (/i-f-3)«. 

7. Trouver une intégrale de l'équation 

. . f[L21= A 

^^^ dx^ (ar— a)'*(a7 — p)»*^ 

qui soit de la forme 

{x — ol)V'{x — P)v 

(A est une constante). 

Soit 

z = (a7 — a)lA(a7 — p)v, 

P est un polynôme entier. 
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D'autre part, développons z suivant les puissances dé- 
croissantes de X 

z = a?H--^-v (i—^yfi — £ y== arl*+v4_ B, arl*-»-v-i -+- 

Si nous faisons jjl + v = /i — i , nous aurons 
(3) _=(_,)»n!B„_^.... 

Comparons (2) et (3), z est une solution si Ton a pour 
P(j:) une constante 

(-i)«n!B„=A. 

Il est inutile de calculer Bn par le développement précé- 
dent. 

Décomposons (2) en fractions simples 

. «<'»! aCfjL — r). . .(fx — n H- i) 

A I 



(a— P)'* (a? — a)" 
D'où la relation 

(5) |x(fl — I)...(fl — /1-HI) = 



(a-P)« 



C'est une équation, en jjl, de degré n qui a n racines. 

Nous avons donc n solutions et Téquation (i) est in- 
tégrée. 

D'ailleurs (i) se transforme en une équation à coeffi- 
cients constants si Ton prend pour fonction (*) 

et pour variable t = S^ ' __ x » 

(*) Halphen, Mémoires de l'Académie des Sciences, t. XXVIII. 
d'à. 4 
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8. Une surface est engendrée par la conique 

y = \(x-^-a), z*= 2aa?-i-a*-h(ir-Ha)*<p(X). 

Peut-on déterminer ç de telle sorte que la conique 
soit ligne de courbure? 

Posons 



La normale à cette surface est 

\ — x _ Y— ^ _ Z—z 

A ~ B ■" G ' 

Ecrivons cette normale 

Y A_ A 

Cette normale a une enveloppe si l'on a 

Ceci doit être vérifié pour rf). = o, d'où 

2fX(p'(X*-h i-hcp) — 2aX'cp'-H4aX(ç-+-i) = o. 
Deux solutions : 

2° X*-+-H-cp=:0. 

9. Trouver les courbes planes telles que, en les trans- 
formant par inversion, il existe une relation donnée 
entre les courbures aux deux points qui se correspondent 

{fig- 1) 
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Soit V l'angle du rayon vecteur avec la tangente; on a 
de suite, dans un triangle infiniment petit, 

(I) tangV=p; 

Soit p la distance de O à la tangente 

p = rsinV = , 

dp , r' — rr'' -^ ir'^ 
_£_. = rr • 



Soient rf5 l'arc de courbe et R le rayon de courbure, 

ds = rfe /rî4-r'«, 

d'où 

. X p _ ^* _ rt/r 

Nous emploierons cette formule (2). 




Soient Tj, /?,, Ri les éléments de G', courbe transformée 
de G, on a 

(3) rri = i, 
et cette relation donne 

(4) />.= ^, 

(5) R.= £L^= -^^ 

a/?i r dp — ip dr 
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Kn établissant une relation entre R, Rf, nous avons une 
équation différentielle. 
Soit, par exemple, 



nous avons 



dp ir dr __ h — ^ 

p r2 -h 6 "" ' "" a ^ 

C=/>(r«-h6). 



rî 



Remplaçons p par , nous obtiendrons 6 en fonc- 

tion de R par une quadrature. 

10. aSo/V Q laprojection d^iin pointa d* une surface S 
5wr un plan fixe P. aSo/^ N le point de rencontre de P 
avec la normale, en M, à S. 

Trouver les surfaces S ^e//e5 ^^we /a longueur QN 
50f^ constante. 

Lignes de courbure. (Sorbonne, 1899.) 

Le plan P sera le plan xOy* N a pour coordonnées 

d'où 

(i) Qn'= (X — ar)«-+- ( Y — j^)2=: (/?î-|- qt)z^ = K«. 

On a l'intégrale première 
{2) p = aq. 

d'où l'intégrale complète 

(3) — ^ = — ; i_ -h 6 = 37 cosM -H y sinu -h o. 

'^*^ /i-f-a« 

Nous posons 

^» = U(m) 

et dérivons (3), par rapport à w, 

— U' = a? sinw — j^ cosu. 
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Exprimons a:, y et zen fonction de deux paramètres u eiv^ 

X = ( U -h v ) cos U — U' siu M, 
y = (\} -\- v)s\nu -+-U' cos M, 
z = v/a K c ; 

ce sont les équations de surfaces moulures, dont les lignes 
de courbure tt = const., ^ = const. sont toutes deux 
planes. 

On peut reconnaître directement que les deux familles 
de lignes de courbure de la surface 

, — =7- -H U = a? cos M -h j^ si n M, 



\}' z=y cos M -h a? sin M 

sont planes. D^abord, on a 

(2) z dz = \li(cosudx -^%\ïiudy), 

d'où 

Kcosu Ksinu 



d'où 






K cos M - __ q K sin u 



, Ksini/ , K^cosM , 
aa = ==: du r- dz^ 

,. Kcosu , K^sinu , 
ao = • du r az : 

l'équation différentielle des lignes de courbure 

dx db — dy da =^ o 
devient 

dx[(K^r¥- z^) cos u du — ^sinw dz] 
-{- dy[{K^-h z^) sinu du ■+■ z cos udz] = o, 
( K* -1- ^* ) ( cos udx-hsinudy)du-\-'Z{ cos udy—-s'\nudx)dz = o^ 



Digitized by 



Google 



54 CHAPITRE II. 

OU encore 

— rr — z du dz -\-' z{Ij -^ a; cos u -h jr smu) du dz = o^ 

d'où les deux solutions : 

I® dz = o^ s = const., famille de plans parallèles; 
2° rftt = o, u = const., mais alors Téquation 

l]' = y cos u — xsinu 

donne une seconde famille de plans perpendiculaires aux 
premiers. Les lignes de niveau et les lignes de plus grande 
pente de la surface sont donc ses lignes de courbure. 

z^ 
Remarque, — En remplaçant— sr par une fonction quel- 
conque de ^, la même méthode donne les lignes de cour- 
bure d'une surface moulure quelconque. 

11. Étudier V équation aux dérii^ées partielles 

(I) p^-^gr=l' 

Trouver les lignes asymptotiques des surfaces inté- 
grales. 

Surfaces telles que ces asymptotiques soient données 
par V intersection des paraboloïdes 

xz = cy, 
pour Vun des systèmes, (Sorbonne, 1898.) 

On obtient, de suite, la solution générale de (i) 
Dans le plan y = aa?, on a une parabole. 
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Les asyiïiptotiques sont données par 



\ " / /(") 



Pour que l'équation précédente soit vérifiée par la sur- 
face 2 = Cm, il faut avoir 

Posant 

on a une équation linéaire homogène à coefficients con- 
stants, d'où 

/(m) = Ae«H- Bc-'= Aa»-+- 5, 
d'où l'équation générale des surfaces cherchées, 

\ x^ y] X y 

Pour exprimer les coordonnées de cette première famille 
de lignes asymptotiques en fonction du paramètre u^ on a 

^ = "Â — ; — ô> ^=Â — ; ô> z = Cu, 

Am^h-B -^ Am»-+-B 

L'équation différentielle des lignes asymptotiques est 
dz . ^w 

C 
le signe supérieur donne la première famille et ij = ~ la 

seconde; c'est encore une famille de paraboloïdes. 

Cette seconde famille de lignes asymptotiques a pour 
équations 

_ G« _ G2 __ G 

^""Am^-hBm' *^"" Am3-»-Bm' ''"w* 

Les deux familles sont unicursales. 
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12. Une droite A est représentée par les deux équations 

X=Amh ===» Y=Bp-+- 



v/i — M* — P* \/i — a* — V^ 

OÙ h. et ^ sont des constantes données, u et v des para- 
mètres variables. On demande : 

I® *De démontrer que cette droite A reste normale à 
une famille de surfaces, lorsque u et \^ varient de toutes 
les manières possibles; 

2° De former et d'intégrer V équation différentielle 
des lignes de courbure de ces surfaces, 

(Sorbonne, 1899.) 

1" On a 

h = p = Au, ^=Bp, 



v/i — a* — p2 ^i — i^î — ç 

d'où 

a«-f-6«-+-i= -, 

a h 



V^a^-h 62 -H I y^a^ -+- ^>« -K I 

et l'équation de condition 



^9 /a2-f.6»-hi <?^ /a«-H62-hi 
est vérifiée. D'ailleurs 

/a* H- 62 -+- I 

2 
d'où la surface 






Digitized byVjOOQlC 



PROBLÈMES DIVERS. 5y 

2^ Les cosinus de la normale étant respectivement 



M, V, /i— M» — pS 

les formules de Rodrigiies donnent, pour Téquation diffé- 
rentielle des lignes de courbure, 

uç(Adu*— Bdv^)-h [A(i — mî)— B(i — p«)] du dv = o. 

Cette équation différentielle peut s'intégrer en posant 

tt« = ar, v^—y, 
d'où 

u\> = yfxy^ du = — ^ , di> = -^-= , 

2 /a? 2 // 

ce qui donne 

jr{k-^ By ) = ar( A -f- By )y -+- (B - A)y ; 

c'est une équation de Clairaut dont l'intégrale sera 
Bar K« -H ( B — A -H Aa: — By)K — Aj^ = o, 

d'où enfin 

^ . , K(A-~B) 
A-hBK 

13. Étudier l'équation aux dérivées partielles 
(i) M»— 2aN -h 2 F(^) = o, 

Former une intégrale complète. Trouver la forme 
de F de manière que les caractéristiques soient lignes 
asymptotiques des surfaces intégrales^ 

M=pX'^çy, n=ipy~-qx. 
Les caractéristiques sont données par 

dx dy dz 

Ma? — ay ^ ^y -^ ax M* — aN 

_ — dp _ — dq 

" pM-^-aq -+-/?F' "" q^V—ap-^qF'* 
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Eq combinant ces équations, nous avons 

dM._dN 
M "■ N ' 

(2) M = Na 

est une intégrale première. 

Combinant (i) et (2), nous avons 

a«N»- 2aN -4-2F = o. 



_ adts/a^—'iOL^F' 



Prenons le signe +, calculons /?, g et formons 

dz = p dx-\- q dy, 
oi^ dz __ X dx -hy dy x dy — y dx 

Intégrons et représentons par ^{z) le premier membre : 

(3) ^(z)= -4^(3724-72) — arc tang-^ -h p. 

2 X 

Voici une intégrale complète. 

Les asymptotiques sont données par 

(4) dp dx -h dq dy = o. 

Prenons des valeurs proportionnelles à dp, dxy ..., 

(4) devient 

(5) a(MF'-2F — a«)-aF'=o, 

a est constant sur une caractéristique, mais varie de l'une 
à l'autre, de sorte que l'équation (5) exigera 

r=o, F=— ~, 
2 

alors 

a* z 

<ï>(z) = 



a(n- /i-ha*) 
Ceci n'a plus de sens si a = o ; nous avons alors une 
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autre équation 

px -h qy ± /— 1 F(z) = o. 

Ici les caractéristiques se trouvent dans les plans yz=mx. 

Si l'on veut que les caractéristiques soient asyinpto- 
liques, il faut que la surface intégrale soit une dévelop- 
pable, donc que Ton ait 

v/— -iFC^) = -5 — K. 

Nous avons alors les cônes de sommet 

(o, o, K) 

(JVouv. Ann. de Math», 1899.) 

14. On donne une hélice. En chaque point, dans le 
plan osculateuVy on mène une droite D faisant avec 
Vaxe un angle constant donné. Lignes a^ympto tiques 
de la surface, lieu deD? — Soit Thélice 

ar = cos9, j^ = sin6, z = IQ. 

Le plan osculateur a pour paramètres : 

A = /sin6, B=— /cos6, C = i. 

Écrivons l'équation de D : 

a b k 

k est connu. Et l'on a, D étant dans le plan osculateur, 
a= ^[— X:/sineqi / cos 6 //«— ^« (/»-*- i)] = /nsin6± ncosO. 

Prenons le signe -f- ; on a ensuite 

6 = — m cos 6 -H n sin 6 ; 

d'où les équations de S, lieu de D : 

X = cos 6 -h au^ 
Y = sine -f- bu^ 
Z = /e -h ku. 
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Écrivons l'équation des asymptoliques : 

Il rf«x Xi X'u II. 
Nous avons rf9 en facteur, d'où la solution 
6 = const. 
C'est la droite D. Il reste 

o = — idu[mk -^ l(i — k^)]-\- d^[iun -\- a*(i — A:*)], 

Il suffit de faire une quadrature. 

En particulier, l'hélice est une asymptotique, car l'équa- 
tion est satisfaite pour 

u = o {du = o). 
15. Soit Véquation 

(I) /?2-h^î=2U(a?,^). 

1^ Montrer que les caractéristiques, sur la surface 
intégrale, coupent à angle droit les sections planes 
horizontales ; 

2° Former l'équation différentielle des multiplicités 
en x^y caractéristiques ; 

3° Déterminer U de façon que ces multiplicités soient 
des cercles horizontaux passant par V origine des coor- 
données; 

4" Pour ce cdis^ former une intégrale complète de (i). 

Nous représentons — par Ui, -r— par Uj. 
Le système d'équations des caractéristiques est 
dx ^ dy _ dz _^ dp _^ dq 

soit un déplacement sur la surface 

Ix, ly, Iz, 
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s'il est horizontal 




ou 

dx 8ar -^-dyly-h 


= o 

dz Iz = 0. 


C'est le premier point. 
Cherchons l'équation des sous- 
(I) donne 

dx />' 


-caractéristiques. 


dq dp 
d^y PTx'-'^'dhc 


u,-?u. 


dx^ p^ 


/" ' 


Donc 


2U 


<-) y-='-^i^^ 


-u./)- 



Telle est Téquation de la deuxième question. 
Nous voulons avoir des cercles horizontaux 

x^-hy^ — 2aa? — i^y = o. 
Leur équation différentielle est 

Écrivons donc 

aU Ui U, Ui-hUs./ 



x'^-hy'^ — IX — iy — T-i.^ -'r-yy') 

— -H — y 
i(x -hyy') __ 1 dx dy "^ 

/ù = — ^-. 

x^-^y"^ 

Passons aux coordonnées polaires avec cette valeur de U. 
(i) devient 

dz , dz , 
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On a l'intégrale première 5r'=const., d'où une intégrale 
complète. 

16. Théorie du facteur intégrant. 
dx 



(T) 


Mx,y) \{x,y)' 


Si l'on a 






dx dy 


il en résulte 





M(Y dx — X dy) ^ du(x, y). 

Ayant un multiplicateur M, fous les autres seront 

Ml = M cp(w) (cp arbitraire). 

La recherche de ce multiplicateur d'Euler équivaut à 
celle des transformations infinitésimales de Lie, les- 
quelles donnent des résultats d'une façon intuitive. 

Ici le facteur M existe toujours, bien entendu, avec cer- 
taines restrictions de continuité... 

(II) F{x,y,z)dx-hqdy-h Rdz = o, 

Les solutions sont des courbes. Il y a des solutions sur- 
faces si l'on a 

KS-f)-Q(S-£)->(|-g)-« 

OU 

PPi-HQQi-i-RR, = o. 
Alors la solution s'obtient en intégrant le système 
dx ^ dy _ dz 

Ceci donne 

j=F(a7,a,^), 

z = Gix,^,^). 
J. Bertrand a montré qu'il suffit alors de différentier y 
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et z en x^ a, p, de porter dans (II). Gela donne 

A(a, p)€j?a-hB(a, ^)d^= o. 
Intégrons, nous avons 

/(«,?) = G. 

Remplaçons a et ^ en (onction de j:, ^, z, nous avous les 
solutions 

(E. Picard, Cours lith., Hermann, 1887). 

17, Soit la surface 

X = a ^(u) -\- V ûn^ cosw, 
y ^ V sin6 sina, 
z = ç cos6. 

6 est une constante. Exprimer que la ligne de striction 
se trouve dans le plan jOz, Lignes a^ymptotiques. — 
Le plan tangent sera 

\-x \—y Z — z 

acp' — v<ss\ï\u i'ffcosa o 

(JCOSW (TSillM Y 

en écrivant (t= sin9, y= cosÔ. 

Les paramètres de la normale sont donc : 

A = Y^p cosa, 

G = (ra<p' sina — (j*p. 
Dans le planyO-s, on a 



Les paramètres sont : 



A' = — Ya<p, 

B' = — yacp' — Y<*? tangw, 

G = ffaç sman —. 

' cosw 
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Au point infini, les paramètres sont : 
B" = YJsinw, 

Nous exprimerons que ces directions sont à 90°; alors le 
point central se trouvera dansj^O^. D'où 

cp 

— ! h 9 (m) sinw = o, cp = cosM, 

cosw ^ ' 

c'est-à-dire 

ç' = — sina, 9"= — cosa. 

Ecrivons l'équation des asymptotiques : 

(acp* — v(!cosu)du^—^(ssinududif acp'— (^cr sinw (jcosm 
— ç<j sin u du^ -h i<J cos u du dv (^œcosm asinu 

o o Y 

Nous avons la solution du = o. 

Ce sont les génératrices. 

Puis une équation de Bernoulli. 

18. Former une solution de 

^ ^ a- 
contenant le cercle 

Écrivons l'équation des caractéristiques 

dx dy _ dz _ ^P _, dq 

a^p ~~ a^q z^ — a^ pz qz 

Voici deux intégrales premières : 

y/z'^ — a- = kp •=■ k\q. 

Cependant elles ne sont pas distinctes, car l'on a 
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Mais nous avons alors 

Voîci les caractéristiques avec les trois paramètres x", 

y' A- 

Formons la combinaison 

Nous voyons bien qu'on peut obtenir une surface de 
révolution; il suffit de poser 

j^î -h j^« = R« -^ a*[^ {z -¥■ yjz^ — a*)?. 
Pour s = a, on a 
d'où R2. 



Ï9. Condition pour que les courbes, intégrales de 

(0 y^fi^.y). 

forment une famille isotherme. En déduire un facteur 
intégrant. — Soient 

(2) w(.r, j^) = a 

les intégrales de (i). u doit satisfaire à l'équation de 
Laplace. 

Soit [X un multiplicateur de (i) : 

du du j. 

D'A. 5 
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CHAPITRE II. 


ày àx " 


"~ àxdy 


dçnnera la relation 


(3) 






S=è<-'/)- 


D'autre part, u 


est harmonique, d'où 


(4) 






^-é<-H/)- 


(3) 


et (4) 


nous 


donnent 


(3') 






àV-_ j'y^m 

dx~ ^ i +/« ' 


(4') 






ày >* n-/« 


d'où 






fdf . ndy-f^dx 



Pour qu'on puisse déterminer [jl, il faut que le second 
membre soit une différentielle totale exacte. 
D'où, pour y, la condition 



à_ 
àx 



( ày ) ^ à [ àx \ 



OU 

'■^/■'(g-i^)-vr(£)'-(g)'i 

Posons 

j-î^ "^ Ts =^2/ (paramètre différentiel du second ordre), 
|-pj "^(i^) =-^1/ (paramètre différentiel du premier ordre), 
ou 

1-4-/'^ Ai/" 
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Si cette condition est remplie, nous aurons 

ôx -^ dy 

—j^ =dç{x,y), 



d'où 



logfx = loge — i log(i -h /«) H- v{x, y). 






20. Soit une famille de courbes 
(F) ar*4-2^»=a^«, x^-\- y^-^r z^=i ^z. 

Démontrer qu^ elles sont les trajectoires orthogonales 
d^une famille de surfaces. 

Lignes de courbure de ces surfaces, 

(Sorbonne, 190 1.) 

Cherchons le système d'équations diflFérentielles des 
courbes (F), en difTérentiant et éliminant a, ^ : 

X dx '\-iy dy =.izdz=i -^ dz, 

z 

x^ — |— yî -f- 5* 
237 dx -h 2y dy -+- 2^ dz = ^ dz := dz 

ou bien 

dx ^ dy _^ dz 

'2yz(y^-\- z^) "" — xz(x^-^3y^-^ z*) ~ — ixyz^ 

L'équation des surfaces trajectoires orthogonales est (s'il 
y a intégrabilité) 

(i) Fdx-h(idy-+-Kdz = o\ 

P, Q, R sont les dénominateurs de (I), et l'on a bien la con- 
dition voulue. 
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Intégrons par la mélhode de J. Bertrand : 



dx ^ dy _^ 



07 = a, 



Y dy __ 9.Z dz 

Posant 

il vient 

dZ Z ^ «2 

équation linéaire qui donne 

^=r/^[p_iy(3+ç)XY] 

ou 

Eliminant x et 5, il vient 
— 'lyi^—^^d^^^l^^iy^dy 

-^^y\ i^y-^ ' — iy dy — 10L doi) =z o^ 

d'où 

a;î -+- vî 4- ^î = 2 K — . 

•^ 7 

Celte surface est engendrée par le cercle mobile 
37 = X/, x^-\-y*-^ z^=z ik\a:^ 

qui est ligne de courbure. 

La deuxième famille de lignes de courbure sera donnée 
par des sphères tangentes en O au plan xOy 

21 . Enveloppe des plans 

(\) 'lux -\-2vy -b {i — u^ — v^)z = /(u)-^ ^(v). 
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Montrer que les lignes de courbure sont planes. Déter- 
miner f et ^ de façon que les plans des lignes de cour- 
bure d'un même système passent par une droite fixe. 
Lignes asymptotiques de la surface enveloppe. 

(Sorbonne, 1906.) 

Les coordonnées de l'enveloppe sont données par (i), 
(2), (3): 

(2) IX — iuz= f'iu)^ 

(3) iy — 'ivz=o'{v). 

Posons 

A: = 1 -h tt* -♦- pî ; 

•les cosinus de la normale à la surface sont 

A' A- A 

Soit 1/ = a, constante; alors le plan (2) a sa normale fai- 
sant un angle constant avec la direction c, c', c" . « 

De même pour v=^ {théorème de Joachimstal). 

Donc les lignes de courbure sont dans les deux familles 
de plans (2) et (3). 

Pour que les plans (2) se coupent suivant une droite, 
écrivons que leurs traces sur xOz ont une enveloppe 
réduite à un point 

— ^ =y*''(a) = const. 
Nous avons ainsi 

/ = a tt* -H 2 6a -4- c, 

^ = ap« -I- api' -H Y- 

Les lignes asymptotiques seront données par 

(4) ^dc dx = o. 
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Différeniîoiis (2) et (3) : 

idx — ludz — o.z du — f (u) du ^ ia du^ 
idy — IV dz —^z dv = xol dv. 

Il faut donc calculer z et dz : 

f-\-t^ — uf — vo' m — «M* — ap2 






m = c -4- Y, A: = I -f • w' h- v^\ 
'>. u du r , ^ ^^ IV dv 



k^ 



[an- w-+-(a — a)v«] ^j^[a-+-m-+-(a — a)a2], 



dx = udz -h 'jrl^ -+- m-h (a — ol)v-], 
dy =z V dz -{- -r- [oL ->r m -\' {oL — a) m']; 



de" =- 



k 
^udu ^v dv 



A-2 k^ ' 

de = j^ii — u^-^v^) du-— ^^j^dv, 

de' =—^du-h^(i-i-u'^-v^)dv; 
iou bien encore 



, ^ udu ^ V dv 

k^ A:» 

dx = -7- ( ' — u^-\- v^) du — 



iLUvA dv 



k^^ ' ' X:* ' 

, 'luvB j A. . ^.j 

Écrivons Téquation (4), en supprimant j^ : 

Mdu^-\-Ndudv-hP dv* = o. 
On trouve 

M = 2BK2, 

P =2AK». 
Or 

A = a-+-/n + (a — a) M* ne dépend que de u 
et 

B=:a-f-m-+-(a — a)^'* ne dépend que de v. 
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Donc les lignes asjmptotiques sont données par des 
quadratures faciles à eflTectuer. 

22. Étudier V équation 



Montrer que les caractéristiques sont lignes de cour- 
bure des surfaces intégrales, — Passons aux coordonnées 
polaires; (i) devient 

(i') K«r«(i-t-/>'«) — 7'«(i — K«) = o. 

D*où l'intégrale première du système des caractéristiques 
^'=const. ; d'où une intégrale complète. 
Écrivons (i) sous la forme symétrique 

posons 

py — q^ — u, i-H/>«-i-9r«r= V, 

Le système des caractéristiques est 

dx ^ dy dz 

(I) 



_ dp __ dq 



Vérifions que ces courbes donnent lieu à l'identité {voir 
plus loin, p. 83) 

dx -h p dz ^ dy -\- q dz 
dp ~ dq 

Ceci donne (i") 

U2— K*VR = o. 

Remarque, — U = const. est une intégrale première 
de(I). 
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23. Equation adjointe. Transformation de Laplace. — 
I. Soient les systèmes 

dx 

(i) { "^ "^ ^^^ "^ ^^^ "^ ^^^ ^ ^' 

dz , ^ 



I — "^ "^ ^^ -h «1 Y -h ajZ = o, 

(2) ^ -^ + 6X-+-6,Y4-6,Z =o, 

I — -7- -4-cX -f-CiY -i-CaZ =o. 



dt 
dY 
dt 
dZ 
dt 

Ils sont adjoints l'un de l'autre, et l'on a 

d{Xx^\y-^Zz) = o, 
Soit donc la solution de (i) 

{xu yi, zx), {xt, yt, z^), (x^, yz, z-^). 

On aura la solution de(2), C|, C2, C3 étant des constantes, 
par 

Xa7i-+- Yj^i-+- Z«i = Cl, Xa7î-i-...= Cj, Xar3-}-...= 03. 

D'autre part, soit l'équation différentielle 
(i') a7»-i-/?ia7'»-i-i-...H-/)„a? = o. 

Multiplions par j^, intégrons; nous avons une partie û et 
en plus 

Annulons la partie entre crochets : 

(2') j.r,_(^j^)«-l^__.^0. 
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Si l'on transforme (i') en un système (i) et (2') en un 
système (2), (1) et (2) sont les systèmes adjoints précé- 
dents. 

Par exemple, soient Y|, Y2, . . . , Y« n solutions de (2'); 
la solution de (1') sera 

Le facteur qui précède le déterminant est l'inverse du 
wronskien des Y^. 

II. Soit Téquation 

(3) Poy"*^-h P, j^('«-«)-+-. . .-4- ¥„,y = o. 

Les P sont polynômes en x de degré ^p, Laplace pose 

y= \{z)e^dz. 

Un terme tel que xPy^"^^ donne, par Tinlégration par 

parties, 

fi 

(V^'«ar/'-ic«*)g — ...-4-...-4-(— i)/» j e^'-j-jyz"'dz. 

Nous sommes ramenés, pour intégrer (3), à annuler cer- 
tains termes aux poinis a et ^ et à annuler l'expression 

sous le signe /, ce qui donne une équation (4) d'ordre /> 

et non d'ordre m. 
Par exemple, soit 

(âfoar -h 60 )y"»^ -4- (ai a? 4- 6,)j^("*-i> -h. . .-4- (a,nar H- 6,„)r = o- 
L'équation (4) sera 

de la forme 
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R est une fonction rationnelle dont numérateur et déno- 
minateur ont le degré m. 

2i. Application : Intégrer V équation (Laguerre) 

x{ytn 4- rt^«»-i -h by"*-'^ -4- . . .-H ky' -^ ly) 
— n[my^*^-^ -h (m — i)ay'^-^ -h . . . -i- ky] = o. 

L'adjoiole est 

-; — xu ; ( a ar — nm ) u 

OU encore 

-H (/iH- i) [/?ï.w'«-» — (/n — i)aM'»-*ih. . .di A:m] = o. 

Appliquons la mélhode de Laplace, en remplaçant z 
par — z] (4) donnera 

-+-(/H-i)V[m5«»-iH-(/n--i)a«'»-*-4-...4-X:] = o, 
d'où 



V = Q(z) , Q(-5) = iî"»-Haz'«-«-4-...-H/. 

Soient Z|, w2j •••> ^w les racines; nous les prendrons 
pour limite inférieure a. Pour ^ nous prenons ihoo, de 
sorte que e"^^ s'annule. 

Voici donc les solutions de l'adjointe 



w^= / c-2*Q(3) dz. 

L'équation donnée est intégrée. 

25. Théorie du dernier multiplicateur (Jacobi) 

(I) 



dx _ ^y __ ^^ 

X(x,y,z)'^'T'"z' 
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Le multiplicateur M est défîni par 

^MX -r- -^ MY -+- ^MZ = o. 

âx ôy oz 

Soient /= a, o= P deux intégrales premières de (1), 
§ le symbole d'une fonction arbitraire; tout aulre multipli- 
cateur est 

M,= M.f(/,ç). 

Si Ton connaît M et <p, le dernier multiplicateur y qui 
achève l'intégration, est 

M 

'dz 
Tirons ^ de © = P; alors 

dz 
(E. Picard, Cours lith., 1887). 

26. Application. 

I. Soient deux polynômes du second degré P(a?, j^), 
Q(^î y) ^y(^^^ mêmes termes homogènes du deuxième 
degré, 

SoitF(x, y, z^ u) une fonction homogène du deuxième 
degré. Mettre les polynômes sous la forme 

¥{x,y, a, 6), ¥{x,y,a, p) 
et montrer que la relation 



(2) 2v/F(^;7)Q(|;^-Ç---.i^-a--P^.=const. 
vérifie le système 



dx _^dy ^ y/V{x^ y) 
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La lettre A ou H désignant un ensemble homogène de 
degré 2, on a 

F(ar,7, a, 6) = A(ar, j^)-+-H(a, b)-h('ka-\'iib)x-h{lia-h\xib)y. 
Soit, d'ailleurs, 

P{^» y) = ^(^1 y) -+- nix -4- ny -h/?. 
Nous résolvons facilement le système 

Xrt -h fxè = m, Xia -+- fxjè = n, H(a, 6) = /?, 

avec les analogues en a, p, /Wj, /i|, /?j, ces trois derniers 
étant les coefficients de Q. 

Donc 

P(a:,^) = F(a7,7, a, 6), 

-^ et ^ sont homogènes, de degré i, donc satisfont à la 



relation 


















y,do do 


dOL 


0^9 




d'où 
















dQ 


,d«p 


d»P 


d*P 




d^ï* 




àl 


=«dx. +^ 


^àxày 


dx ôa 


+ P 


àx Ob 



et ^ est analogue. 

Dans ces conditions, la différentielle de (2), relative- 
ment à x^y, Ç, Ti, est 

Elle est nulle, d'après (i). 
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II. Etude de l'équation 

F étant une fonction quelconque. (Laguerre.) 

Associons (3) avec 

Soit une intégrale de (3') 

Les relations de (i) donnent ainsi 
dx dy d\ 



(I) 



_L _ JL 

V/Q /Q yJV 



Éliminons \ entre ces deux équations : 

C'est (3). 

Or, nous avons vu que la relation (2), avec r^ = 0($), est 
une intégrale première du système (1). 

La théorie de Jacobi s'applique aussitôt, car 



Donc le système (I) a une deuxième intégrale 

/• I ^'(i)dx--dy 



/àk 
à^ 



\ est le premier membre de (2). 
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(4) est la solution de (3), puisqu^il y a deux constantes 
arbitraires X, [x. 

6'($) est une fonction connue de y|, puisqu'on connaît 
7j = ft(Ç) solution de (3'). 

Enfin, par (2), 7^ s'exprime en )w, a?, y. 

Donc (3) s'intègre si l'on a une solution particulière 
de (3'). 

27. Démontrer, par la théorie générale des fonctions, 

la relation 

-+-00 

^^^ (,5 — 1)* ^2à{J^z-^imzi)^' 

(Stieltjes.) 

Si J^z désigne M/i logarithme bien défini de z^ tous les 
autres sont justement 

4^z± imzi. 

Donc la série représente une fonction uniforme (elle 
converge comme 'Vn"^), soit/(z). 

f{z) =f(-j elf(z) tend vers zéro si |^| devient infini- 
ment petit ou grand, le dénominateur de chaque terme 
croissant indéfiniment. Dans ces conditions, f(z) ne peut 
devenir infini que si l'un des termes est infini. 

Prenons J^z = J^oZy celui dont l'argument est nul sur 
Taxe réel, et écrivons 

— 00 

on a le pôle 5 =: + i . D'ailleurs 
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Donc ce pôle est double. La fonction a-t-elle d'autres 
zéros que >3 = o, oo? 
Calculons 

r est un contour renfermant tc pôles et p racines. 

A cause de la convergence uniforme de la série et de la 
série dérivée terme à terme, on voit de suite que, si F est 
un cercle de rayon infini, l'intégrale est nulle, d'où 

71= p. 

Comme il y a un pôle double, nous n'avons que les 
deux racines o, oc. 
Donc 

et la relation (2) donne 

A = i. 

Remarque. — Faisons ;; = e", puis intégrons : 



— —=Y( — ! — . — i — -.y 



c"- 



Faisons a = o; deux infinis se détruisent : 

I _ T _i_ y / I I \ 

e^ — I ~" 2 M j6Êà\u-\'7.n'Ki :àmzi/^ 

/i=dzi, ±2, ±3, 
28. Soit une série convergente (o < j? <; i) : 

(i) f{x) =z^^f,\xiin'Kx. 
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Démontrer que la dérivée est, quand la série (2) con- 
verge uniformément, 


(a) /'(^)= ;r-î^ V(Gn— G«+i)sin(2n-Hi)ira: 

SIIITCmI/ ^IH 

(M. Lekch, Ann. Ecole norm,, 1893). 

Posons /'(^) =z g(^x) et intégrons g{x) après avoir em- 
ployé la transformation d'Abel : 

n n— 1 

7, ap bp =^ Ap ( 6/, — bp+i ) + a« bn, 


Ap = ao H- «1 H- «2 -l~ • • • -l~ ûtp, ap = Gp — Gp+i, 
d'où 

Ap = — Gp+i, car Gq^o, 

6p= sin(9./? -4-i)ira:, 
d'où 

bp — 6p+i = — ico%(ip H- 2)11^7 sinira?. 

Si donc g{x) converge uniformément, nous pouvons 
intégrer terme à terme, ou encore intégrer de x^kx^: 



^^27cGp-n cos(2/? H- 2)7:57 -h 7rG„H_i 



sin(2n -h ïjTCir 



La première somme donne bien, pour n = oo, 

Il suffit de voir que le reste tend vers zéro : 

J^, sirnzx 

^ Ir — cos(2/i-l-i)'ira7Vt 

= 11 ti/iH-i { I -r : 

Jr^*cos(2AH-i)'ïTa7 — ircosTia: , ) 
(2/n-i)7c sin^Tia? l* 
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Nous avons en facteur un terme de la forme 

f 

n-+- 1 

lequel tend vers zéro puisque la série converge. 
Par le même raisonnement, on a 



Application. — Calculer 

1 

O <iF < I. 

^, . y^ cosinnx 

^(*>=2i— ;i — 

1 

D'abord F et G convergent (voir, par exemple, Lebesgue, 
'Leçons sur les séries trigonomé triques) ; 

F'(a7)=-i, 
d'où 

F(jr)= — a:-+-a; 

pour x=^-y chaque terme est nul, d'où 

1 

G'{x) = — it cotrx, 
d'où 

G(x) =— 41sin:ta?-i- p ; 

faisons x = -> la série donne 

2 

d'où 

D'A. (i 
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82 CHAPITRE II. 

29. Soit une fonction développée en série de Fourier 



soit 



^n=^+^al+bl 



Démontrer les relations 



(I) s.-^ 




/(^)Ar)- 



. 2/1-4-1 . . 

sin — - — (x-^y) 



.^—r 



• dx dy, 



(2) lim S„=i f [f(x)ydx 

(A. HuRwiTz, yi/i/i. Ecole norm., 1902). 
Partons de T identité élémentaire 

-— (if "V \ 

= 2 - -hcos(x — ^)-+- cos2(ir — y) H-. . . 

+ Go.sn(a: — y) 1 . 



sm — —-{x—y) 



sin 



a? — ^ 



Écrivons 

c.o^k{x — y) = co^kxcosky -h sin A: a? sin A:^; 
les variables se séparent et (i) est prouvé. 

Fig. 8. 



27t 


A' 


B 




/// 


N 




/ / / 


jr*"j 




/»// 


y 
A 





. tt »(4tdÇ) 2 


r^ 



Transformons l'intégrale (i). 

D'abord prenons deux fois l'intégrale relative à OAB ; 
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puis, dans OAB, remplaçons le rectangle élémentaire dxdy 
par le parallélogramme de hauteur dy et de base arfÇ 
(2ç = 0M définit la droite MN parallèle à OB), 

^'^==^i — ^îï^5 — ^'i Ay)Ay-^A)dy', 



soit 



f f{y)f{y^^)dy, 



D'après la théorie générale, on aura 

F(+o)-+.F(2:r-.o)= / f{y)f(y)dy. 

D'où la relation cherchée, si F est continu, et ce qui a 
lieu lorsque /est bornée et intégrable (*). 



(*) Pour les questions fondamentales de \ Analyse, voir les Livres 
classiques de MM. C. Jordan, Picard, Goursat, Humbert, Dini, Osgood, 
de la Vallée-Poussin, Appell et Goursat; 

Pour la Géométrie : MM. Darboux, Bianchi, RaiTy, Vessiot; 

Pour les Exercices : MM. Frenel, Villié, Forsyth, et surtout Tisserand- 
Painlevé: , 
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CHAPITRE m. 

TRANSCENDANTES CLASSIQUES. 



1. POLYNOMES Xn DE LKGENDRE 

Démontrer, par les résidus, la formule de Ro- 
drigues (Stielljes), 

I ef'» 
Xi»= — -r -ï— (^* — O"- 



L^on écrira aussi bien 






-M 



Posons a = 2, on aura 






Intégrant suivant un cercle de rayon très grand, enve- 
loppant les points critiques, Ton a 



Je z^ dz .„ 

' =2'7ctX„; 



calculons l'intégrale en posant 

I — 1ZX -+- ^* = ( M — 2 )*. 
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86 CHAPITRE III. 

Pour 

|z| = R, 
on a 

\ u — x\ = iR-he, 

e tendant vers zéro avec ^ • 

Nous pouvons donc faite décrire à m un cercle F' de 
centre x et de rayon 2R : 



Or, ceci est bien 



r^ r ^'^'-^y' du. 






2. — FONCTIONS DE BESSEL 






Démontrer les relations 



T _i_ T '^^ ^ T T ^ ^''« 



Équation différentielle de J,2. Racines de in '* 
Dans J„^.< , faisons p = q — i : 
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Remplaçons l'indice q par p et ajoutons : 

-IH-Jp 






37 



Faisons la diSerence 






C'est bien 



Écrivons alors 



dx 



Jrt-j-H J„=(n — i)-J«_i, 
Nous avons, sans difficultés, l'équation différentielle 

Remarques, — i** La formule vaut encore pour n = o, 
car les précédentes valent en posant J_j = — J« . 
2° L'équation (i) s'écrit aussi bien 

Démontrer la relation 

pJ„(a)J«^,(P)-aJ„(P)J„^,(a) 

Nous avons 

J»(a^) = - Jn(aa?) — a J„4-i(a^), 
a? 

j;(N)= Jjn(P^)-pJ«H-l(P^) 

(l'accent désignant la dérivée en x^ non en a^). 
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88 CHAPITRE m. 

Ecrivons, d'ailleurs, Tëquation (2) sous ces formes : 

4n*— ï 






4n« — I 



407* 

Oq a de suite 

[vu'—uv']l= I {g'^f)uvdx^ 

qui donne la relation cherchée. 

Démontrer que V équation J;,(;r) = o n'a que des 
racines réelles et que J,, et injf.\ n'ont pas de racine 
commune. — Si J;i admettait la racine a=a-4-6/, il 
admettrait la racine ^ = a — bi. 

Posons in{^oc)=z A + B«, Jn[^x)=: A — Bf. Le théo- 
rème qui précède donne 

Ç a7(A*4-B«)ûfcr = 0, 

ce qui n'est pas possible. 

La deuxième partie se démontre de même ; on aurait 



/a7[J„(aa7)]'fl?iF = o. 



L'équation J„(^) = o a une infinité de racines dont 
V intervalle tend vers tz. 

Rappelons un théorème de Sturm (*). 
On a 



(*) Journ, de Liouville, t. I. Voir les belles applications de M. E. 
Picard, Traité, t. III. 
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Soient Xq, x^ deux racines consécutives d'une intégrale y. 
Une intégrale z quelconque ,a au moins une racine 
entre oto et x^. 

Ceci résulte aussitôt de 

Soit, de plus, 

o(a7)>a pour a: > o (a > o). 

Faisons ^ ^ a, d'où, C| et Ca étant arbitraires, 

^ = Gj cos v/aar -t- Cj sin \fax^ 

l'intégrale ^ = o ayant une infinité de racines positives; il 
en est de même pour y. 

Eu égard à l'équation (2), la première proposition est 
prouvée. 

Pour a: > L, on a 

I — 4 /i* 

'-+-"n>"-+-— ^r->ï~^- 

e et T| tendent vers zéro avec ^ • 
Ecrivons les équations 

y-+-^(i-+-e) = o, ^''-+-^(i-+-"ïi)s=o. 
La première admet la solution 

y = sin/i — t{x — a) 
qui a les racines 

X — a = o, /i — e(iF — a) = kr^. 

Pour la deuxième, la solution 

^ = sin v/i-H r, ( j7 — a) 
a les zéros 

X — a = o, /i-l-T^(iF — a) =i kTz, 
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90 CHAPITRE III. 

Donc la fonction u = ^xJn(^)i 4"^ satisfait à (2), a 
une racine entre a et a H — » Soit b cette racine, 

a étant déjà une racine de u. 

D'au Ire part, a H — ' sera entre a et b, d'où 

lim(6 — a) = i: 

lorsque ^ devient inQni. 

{Cours de M, Picard, en 1900.) 



3. — FONCTIONS BETA ET GAMMA. 

Par définition, 

T(a) = / x<^-ie-^dx (a>o), 

B(a,b)= 1 a7«-i(i — ir)*-* dx (a>o, 6 > o). 

Intégrons par parties : 

r(a -Hi) = ar(a), . rf/i-hi)=rn inentier). 



Faisons x = 



y 



l-hjr 



Transformons =^7 — r en produit. 

r(a) ^ 

On écrit 

ce qui donne 

r(a) = lim/i«-i / \i — ^7 rf^. 

En effet, si Ton pose 
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on a 



-^-TT-Ai)- 



€ tend vers zéro avec Z, c'est-à-dire avec - • 
D'ailleurs, 

$ étant arbitraire, prenons, par exemple, ç == e^" ; alors 

r^ I 

/ n^~* t^"* dz tend vers zéro avec — et nous avons à cal- 
culer 



* lim / , 



d'où la formule demandée. 

Prenons donc n entier et posons ^" = j/ : 

= ...= IiZll!L:ii î f\i-y)---^dy. 

r(a) = lim /i« • • • 

«=aoL ^ a-hi a-+-/i — 2a-h/i — ij 

La quantité entre crochets s'écrit, en prenant l'inverse et 
en posant a = 5, 

Les exponentielles sont introduites, conformément aux 
idées de Weierstrass, pour obtenir un produit infini con- 
vergent. 
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Rappelons que la constante d'Euler est 



1 = lim ( - -h i -h...-+- - — ^n), 



Les valeurs o, — i, — 2, . . ., — /i, ... sont les pôles de 
la fonction gamma qui est ainsi étendue à tout le plan de la 
variable complexe. Faisons le produit : 



*4Sh-t)('-t)---(:-I)(--^)»]=^ 

Cela résulte de ce qu'on a 

\— z X: -M / ^ \ 

d'où l'expression 

C'est la formule fondamentale 



r(a)r(i-a) = 



sinar 
On a la relation capitale 

r(a)r(6) = r(a -+- b) B(a, b). 
On peut l'établir (Stieltjes) en partant de 






w«-i e-« du 
et en écrivant 



^/(a:, a) = a7«-ie-^ ^/{x, b) = x^-ie-^, 

^/[^(i -H ^), a -H 6] = [x(i 4- z)]«-^^-i (i -h z) e-*(i-^^J, 
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puis l'on forme 

et l'on intègre dans l'intervalle o — x en remarquant que, 
si l'on écrit u = zx^ on a 






d'où 

f[x{ï H- 6), a -h «►] B(a, b) =/(x, a) f{x, b) (o < 6 < i). 

On fait alors x = co. 

La démonstration classique de Jacobi consiste à partir 
de 






.a^A-,^-(i^r)-^ar= ^^''^^^ 



On multiplie par y^ * dy et l'on intègre dans l'inter- 
valle o 00. 

Soit la série hyper géométrique de Gauss 

17/ 7 X 0"b a {a -\- \) b (b -\- i) ^ 
F(a, 6, c,x)=:i H x-\ i^ 7—^ iiF*H-... : 

I.C I.2.C(C-HI) 

V exprimer au moyen de V intégrale 

et en déduire F (a, 6, c, i) exprimé par la fonction gam- 
ma (*) (Gauss) 

(I - ^x)-* = , +y &(& + .).. .(é + n-O ^„ 

.M 1 . -2 . . . /t 



(•) Hermite, Cours, 4" édition, 1891. 



Digiti 



izedby Google 



94 CHAPITRE III. 

Posons donc 



=2jn^«, 



on a 



___ bib-^-\),..{b-^ n — \) r(a-H/i)r(c — g) ^ 
"~" n\ V{c-^n) ' 

mais 

r(a-i-/i)=a(a-+-i)...(a-4-/i — i)r(a), 

d'où 

T (a)T(c-a) ^,^ ^ , ^x 

et, pour X = 1, 

T(a)T(c-a) T(a)r(c^a^b) 

fôô ^ ' ' ' ^"" r(c-è) 

Remarque. — Il faut, bien entendu, que la série con- 
verge, pour a? = I . Or 

Un I -+- n C -h 71 I 



U/t+i a -h 71 b -\- n X 
Soient 

a=^a'-^ia', b^=b^-\-ib'^ c=^c'-\-ic"^ 



=1 /i-H -(i-Hc'— a'— 6')...= H--(i-Hc'— a'— 6')..., 



d'où la convergence pour 

c'-a'—b'>o, 
d'où la divergence pour 

c'—a'-b'<o. 

Rappelons que F satisfait à Téqualion 

{x — x^) Y'-^ [c — (a -h 6 -h Oa: ] F' — aôF = o, 

ce qui se vérifie de suite (G. Jordan, Cours, t. I). 
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4. EXTENSION ANALYTIQUE DE LA FONCTION GAMMA. 

a étant réel positif^ ne pouvant pas, d'ailleurs, tendre 
vers zéro, écrivons, avec M. Prjm (* ), 



"•>=X'-/ 



Dans la première quadrature, développons e~^ en série, 
il vient 

P(a)=^ • • 



a a-\-i i.2(a-+-2) i.5i.3(a-h3) 

Or, ceci représente, a étant complexe, une fonction 
méromorphe dans tout le plan, ayant pour pôles : o, — i, 

Dans la seconde quadrature, d'où la valeur zéro de x 
est exclue, écrivons 

*/i ^ L » ^-^ .1 

Ceci est une fonction entière de a, Q(a). Nous pouvons 

donc faire l'extension analytique en prenant pour F la dé/i- 

nition 

r=P-HQ. 

Gela fait, M. Gram (-) a obtenu de nouvelles quadratures 
représentant F dans les diverses «régions du plan. 
Écrivons 

e-* = i-H ai a? -î- «i a?' -h . . . . 






(^) Hermite, Cours lith. 

(') Acta mathemalica, t. XXVII. 
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est bien défini pour 

--i<^(a)<o; 

Ji = J'^ -4- J'J , deux parties correspondant aux intervalles 

d^intégration o — i , i — oo. 

Or, 

J\ = P(a)-H/, J'; = Q(a)-/, 

donc 

Ji=P + Q; 

donc c'est une expression de la fonction gamma pour les 
valeurs considérées de a. 
De même 

J, = / (e~« — I — axx)x^-^dx 

représentera la fonction gamma pour 

— 2<,R(a)<— I. 
Etc. 

5. — FONCTION ZÊTA DE RIEMANN 

Développer en série !J(5 4-i), Soit II (5) = F (5 H- i); 
nous avons 

On a 

a = 5 -M (Gauss); 

J(* * x^ dx 
f (Riemann), 

d'où la relation (i). 
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Développons en série {^intégrale du second membre 
de (i) (Stîeltjes) : 

(.) i:(*H-,)-i = ^(«,+^,+ i|L,.^...), 

Pour «valuer a«, partons de II (s) et dérivons n fois : 
11(5)= / x*e-'dx, 

(4) n(«Ho)= r {Kj^Ye-'dx, 

Posons 

X = kx' (/:>o); 
cela donne 

(4') W^{o)z=k f {J^kxY e-f^' dx, 

d'où nous pouvons tirer 

Soit, en effet, 

rkx = T=^rx-hJi:k, 

d'où 

(5) A)t= f' {T-JJc)ne-^'dx 

EfTectuons la somme Sr= Ai 4- Ao-f-. . .-h A,.: 

/* p-x p—{r-hl)x 

^-(--)ii,„-„r(i;a)!^„.^(^n 

l.'X " L 2 '' J 



D'A. 
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Nous pouvons encore écrire 



r .o / ^~^ «"* e J?— ^-(r-f-Ha: g-(/M-l)x g-{/-f-l)j:\ 
S,. = / (-la:)" f ! 1 ( 

*/o \i — e-* X XX i — e-^ 



(0 (2) (3) 

d'où trois intégrales. 

La première est a,i^ la troisième tend vers zéro avec -^ la 

deuxième se calcule facilement par dérivation. La dérivée 
par rapport à r est Ar+«, donnée par (5); la fonction est 
nulle pour /• = o, et s'obtient en intégrant A,.^! terme 
à terme, d'où, si l'on peut passe?' à la limite r = oo, 

( n'o'"[{ + i+...+ f.-41(;+i)] 

(b) 0,4= lim^ I " ( 2 /• 9. ^^ '^ \ 

Posant 

2 r k-hi ^^^ ^ 

(pour r = oc), 

(7) a,,= n;,»)G~:gni,»-î)Q+ ''^^7'^ ni,»-^>)C,.... 



I .2 



Ceci montre qu'on a 



2=^...=(c-c,..ik,,..)(2!ï^,.), 

(8) ç(^ + n-_l = G-Gi^-+-^s-2 ^sK.., 

^ ^^ s 1.2 1.2.3 



Remarque, — Toutes les intégrales ont un sens bien 
défini, car 

X 



s: 
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n^esl pas déterminé, mais 

(Ji^x)^ dx 



S 



tend vers zéro quand e et e' tendeut vers o. 

La troisième, dans Sr, tend vers zéro avec -• En effet, 
nous écrirons /• = r'-f- r^'. Nous prendrons r' tel que l'in- 
tégrale où r serait z-' ait un sens. Il nous reste en fac- 
teur e~^'*''+^^^ que nous pouvons mettre hors du signe. 
(On écrit 

•/o •/o «^A «-L 

et Ton remarque que _^ n'a pas une infinité de 

racines, j 

Quant à C, C|, C2, . . ., ce sont des nombres bien déter- 
minés, comme on le voit en construisant la courbe 



On a, par exemple, 

Ko. 



y- X 



^<X^^-=^^^) 



ou 



D'ailleurs 



?/»—-<(/>-+- 0<o- 



Nous avons donc des nombi*es croissants avec Tindice p^ 
toujours moindres que zéro. Ils ont une limite. 

Par la formule (8) on vérifiera ce théorème de M. de la 
Vallée-Poussin (*) : 



(') Annales de la Société scientijique de Bruxelles, iSg6, et Mémoire 
sur la fonction de Riemann, Bruxelles, 1899. 
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6. — EXTENSION DE LA FONCTION ZETA (*), ANALOGUE 
A CELLE DE LA FONCTION GAMMA. 

Démontrer que la fonction a pour pôle le point -f- i 
et pour zéros les points 

— 2, —4, —6, .... 

Ecrivons, avec Hermile (2), 

Ayant choisi, parmi les valeurs de a?*"*, nous pouvons 
poser 

Ce qui donne une fonction bolomorphe dans tout le plan. 
Pour la première intégrale, Taisons intervenir les nombres 
de Bernoulli 

X X -. x^ ^ x^ 



e^ — I a 



F(.) = ..-.r_^-ji-y(iiij; B"-"" 1. 

L* — i 'xs .^(a/i)! in-\-s — ij 
La série converge pour (o << 27:, d'après la relation 

(2/1)! "" (2i:)«'* V'"^ 2Î« "^"7* 

F représente une fonction méromorphe admettant les /7d/e5 
H- I, o, — I, — 3, — 5, . . .; r admettant les pôles o, — r, 
— 2, — 3, . . ., on voit que ^^(5) a pour /?d/e le point 4- i^ 
pour zéros les points — 2, — 4? •••? ^ta pour valeur, au 
point — 2 n + I , 

(-iy*B« 



(^) Oq sait que la fonction zêta donne des lois asymptotiques, dans 
la théorie des nombres premiers, 
(») Comptes rendus^ i885. 
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Car, en effet, on a 

lira (2n-hs — i)r (s)= ~~ 



* = -2n-f-l (2/1 — i)! 

Prenons w = i et écrivons encore 



F = 



r(5)Ç(^)=:F-+-G, 

I I B, I 




s — I is 2! *-+-i' 


Adx. 


x(e--.)l' ' . '•• 



Soit 



= h bix -h OfX^, 



e^ — I X 2 



J,= f" i — î -\x^-'^dx 



est bien déterminé pour 

o<^(5)<i; 

Jî= / ( \- -\x^-^dx 

Jfi \«*— » X 2/ 

est bien déterminé pour 

-I <a(5)<o. 
Etc. 

D'ailleurs, comme pour F, on vérifie de suite que J|, 
Ja, . . . représentent bien F + G dans les divers domaines 
fixés pour <R(5). 

Ici encore, d'une intégrale nous passons à des séries et 
de celles-ci à de nouvelles intégrales ( * ). 



(*) Gram, Acta mathenxatica, t. XXVII. — Hermite, Cours, Gauthier- 
¥illars, 1873. — Hermite et Stieltjes, Correspondance. — N. Nielsen, 
Zylinder funktionen, 190^, et Gamma funktionen, igofi, Teubner, 
Leipzig. — Riemann-Weber, Partiellen Differential-Gleichungen, 
Vieweg, Braunschweig. 
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CHAPITRE IV. 

ÉQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE. 



L'équalioQ aux dérivées partielles qui est la mieux 
connue, dans le type elliptique, est V équation de Laplace, 

La Physique, aussi bien que la théorie des fonctions 
analytiques, pose à son sujet le problème de Dirichlet, 

La question est énorme; nous ne donnons qu'une esquisse 
delà solution, après quelques préliminaires sur les Déter- 
minants, les Potentiels de simple et double couche, les 
Équations intégrales, la Fonction de Green, etc. 

INTRODUCTION. 
L — Déterminants. 

1. Déduire V expression du produit de deux détermi- 
nants de V étude du système linéaire 



S {a — 'k)x -h by -4- cz = o, 
aix -^{bi— '. 



(I) < aia:-h(6i— X)y -h CiS = o, 
( a^x •+■ bty -h (cj — X)z = o. 

Représentons par P, Q, R les premiers membres de (I) 
et écrivons le système 

/ aP-f-aiQ-f-a2R = o, 

(II) pP+piQ + ?,R = o, 
I tPh-YiQ-+-T2R =o. 

Soit D son déterminant. 

D'après la règle de Cramer, si D n'est pas nul, le sys- 
tème (II) n'a d'autres solutions que P = Q = R = o. 
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Donc, pour D ^ o, les systèmes (1), (II) sont éguina- 
lents. Écrivons leurs déterminants respectifs 

a — X b c 

8,= a, 61 — X Cl 
aj bf Ci — X 

a(a — X) -h ai«, -h oita-î 
85= P(a — X)-h Pirti-4- p^a* 

Y(a — X) +7iai-+-Yja* 

Si 8| est /imZ, (I) admet d'autres solutions que 

x=y — z = 0; 

donc §2 doit être nul aussi. 

Donc les équations en X, 8| = o, 82= o, ont les mêmes 
racines. 

Écrivons que le produit des racines est le même : 

aa H- ajai-i-ajaj 6a h- ôjai -h ôjaj col -^ CiOLi-i- c^ol^ 
a p -+- «1 Pi -h «t Pî 6 P -+- 61 pi -H 6, Pj5 c P -t- Cl Pi -f- c, pj 
«Y -HaiYi-^atYî 67-j-6iYi-j-6,Yî cy -+- CiYi -H CjYî 
a ai aj 

P ?i pi 
Y Ti Tî 

2. Développer, par rapport aux puissances de A, /e^ 
déterminants 



a 


a, 


ûfî 




b 


b. 


^î 


X 


c 


Cl 


Ca 





A = 



B = 



I H- Aaii 


-h Aaii 


-4- Aais 


04- 


Aau 


-+- hatx 


! H- Aaî2 


H- haii 


-f- Aaji 


-h ^«31 


-H Aasî 


I -H hazz 


-h hazf. 


-f- Aa^i 


-h Aavî 


-h ^«43 


I -h hai,^ 


1 H- /ia,i 


O-h ^«11 


-H /lais 


bi 




H- /trtji 


I -f- /iajs 


-4- /taî3 


b. 




o + Àasi 


-h /ia32 


I -^ /iflTsa 


b. 


* 


-h /tCi 


H- /tCj 


-!- /<C3 








Développer un déterminant quelconque en vidant la 
diagonale principale. — Le déterminant A, d'après la 
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I04 CHAPITRE IV, 

défînilion même, est une somme de déterminants obtenus 
en groupant quatre colonnes partielles dans leur ordre, 
La constante est 



I 


o 


o 


o 


o 


r 


o 


o 


o 


o 


I 


o 





o 


o 


I 



Un terme en h- est donné par 



hat\ ha^i o o 



= ^» 



«11 «12 
«21 «22 



Remarquons que, si nous prenons tous les déterminants 
analogues, nous en prenons deux fois trop, car nous sup- 
poserions que nous avons à prendre d'abord la colonne i 
avec la colonne 2, puis la colonne 2 mise la première^ 
avec la colonne i écrite ensuite, etc. 

Si donc le symbole ^^ représente une sommation rela- 
tive à tous les groupes d'indices ij\ nous écrivons le coeffi- 
cient de h'^ 

J_ '^ I «// ««7 I 

De même, nous aurons un terme 



/ê3 



et comme un système de colonnes îjk doit figurer une 
seule fois, alors qu'il a 13 permutations de 3 indices ^ 
nous écrirons le coefficient de h^ 



«11 


«12 


«13 


«21 


«22 


«23 


«31 


«32 


«33 



-si 



11 



au a,j Uik 
aji ajj ajk 
aiei Ukj akk 
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Tout ceci subsiste quel que soit Tordre du déterminant. 

^ pourrait aussi bien être une sommation avec indices 

non difTérents entre eux, dans un même système, le déter- 
minant correspondant étant nul. 

Procédons de même pour B. Il nV a pas de constante ; 
un terme en A sera 



haix 


o 


o 


6, 








han 
huti 


I 
o 


o 

I 


bz 


= /l 


«11 

Ci 


o 


hCi 


o 


o 


o 









Un terme en h^ sera 





«11 


«ni 


b. 


= A« 


ffty 


«îij 


bt 




C\ 


Ci 






ha%i ha fi o bi 
ha^x hazf i b^ 
hcx hcî o o 



Le mineur bordé indique les éléments auxquels s'appli- 
quera la sommation, avec la même remarque que l'on doit 
diviser par 1 1 pour h^, etc. 

3. Mettons zéro, dans un déterminant, sur toute la dia- 
gonale principale ; nous pouvons le faire en ajoutant ce qui 
a été enlevé, c'est-à-dire en ajoutant, de toutes les ma- 
nières, le produit de k termes de la diagonale par le mineur 
correspondant, vidé aussi. Par exemple : 



«11 


«12 


«13 




O 


«12 


«13 






«21 


«22 


«23 


= 


«21 


O 


«23 






«31 


«.»2 


«33 




«31 


«32 













-+-«ll 


O 
«32 


«23 
O 


O 
-H «22 

«31 


«13 









- 


+-«33 


O 
«21 


«12 
O 


-H «11 «22 «33 





4. Soit bik V imaginaire conjuguée de aïk] soient les 
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deux déterminants conjugués 

A = 11 a,-,. Il, B = ||6/,.||. 

Montrer que le produit AB a pour maximum le pro- 
duit des termes de sa diagonale principale. 

(J. Hadamahd.) 

Supposons le délermiiiaiil A du Iroisième ordre. Les 
lermes de la diagonale principale, dans le |)roduit AB, sonl 

5, = aii^ii-haij6i2-f-ai3 6i3, 

52= ^21621 -h a22^MH-«23^83, 
^3 = «31 ^31 -+- Ci'il ^3Î -T- «33 ^23- 

Nous voulons prouver la relation 
(i) AB£ «1*253 

par la niélhode de Lagrange, après avoir établi las relations 

(a) 5, = 52=^3=», 

ce qui revient à diviser les éléments de la première ligne 
par y/^, , 

Prouvons donc (|ue le maximum de AB est égal à un. 

Nous devons dillérencier la fonction 

(3) F = AB — Xt^i — X252 — ^3*3» 

rfF = ^ [ B A/x- daik -h AB^- dbik — h ( au- dbik -H hik daik )\ . 
ik 

Annulons ceci, d'où 

(4) BA/>r=X/6/>r, AB,)t=X/aM.. 
D'après les relations (2) et (4)^ on a 

A \ Bm bik = X,->^ ^ik ^iki 
k k 

c'est-à-dire 

(j) AB = X| = Xj= A3= A. 

Formons le produit des déterminants 

Il A,-,. 11 = A*, l|B,v,|| = B«, 
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on remarquant que (4) ramène ces déterminants aux déter- 
minants A et B. On a 



(6) 



X3 X3 

AB=X«. 



^'«'=B^«P^' 



Comparons (5) et (6) : 

A =X« = i. 

Le maximum est bien obtenu. 

Celte démonstration du théorème de M. Hadamard est 
due à M. W. Wirlinger (*). 

II. — Théorie du potentiel. 

1. Potentiel logarithmique de simple couche. — Soit 
une courbe fermée, plane, sans singularités, et dont le 
rayon de courbure est dérivable. 

Soit rps la distance d'un point quelconque /> à un point 
de la courbe fixé par la valeur s de l'arc. 

Soit jjl(5) une fonction continue (densité) attachée à la 
courbe C. 




Le potentiel est défini par l'intégrale prise tout le long 
de C : 

(I) V;,= fix(s)Jii—ds, 

Je '/'< 

(Dans l'espace on prend - au lieu du logarithme.) 

(*) Voir aussi : Ehnst Fischer, Archiv der Jfath. u. Physik, III. 
Reihe. XIII, qui renvoie au beau livre de H. Minkowski : Géométrie 
der Zahlen, 1896. 
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I " Si le point p vient sur la courbe, en s^^ le potentiel 
existe encore. 

2® Le potentiel est continu quand on traverse la 
courbe. 

Ces théorèmes classiques s'élablissent facilement. 

Pour le premier, on partage la courbe en deux parties : 
BMA + BA. {fig- 9); SqX. et 5oB seront infiniment petits 
de l'ordre de t^. 

Pour le second, même partage, mais il faut avoir soin 
de prendre s^A. et SqQ infiniment petits, mais infiniment 
grands par rapport à 5oP, ^oP'j par exemple, s^k. sera de 
l'ordre de 7|, ^o P sera de l'ordre de vi*"*"*, A >> o. 

2. Potentiel logarithmique de double couche. — Soit 
un contour C, régulier {fig. 10). Au point M, nous avons 



Fig. 10. 




une masse — i ; au point voisin M', sur la normale exté- 
rieure, une masse -h i. 

L'ensemble des deux masses crée, en un point P, un 
potentiel égal à 

(i) U = 4:-rJ=--41— ^> 

^ ^ ^ PM' PM 

et Ml\1'-t--C-7- est sa valeur principale lorsque MM' est 

infiniment petit (nous représentons PM par r^,). 
D'après un calcul immédiat 
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ÉQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE. 109 

Pangle étant celui de la direction PM avec la direction /i, 
normale extérieure. 

Si, en M, nous avions une couche de densité jx(5), le 
potentiel U', en P, provenant de Tare de courbe MM| = ds^ 
serait donc 

— MM'[jl(5) -^ — ds^ 

et pour toute la courbe il suffirait d'intégrer. 

Supposons [X infini de telle sorte que MM'.jx = v(5), 
fini; enfin changeons de signe, U étant <C o lorsque le 
rajon PM rencontre d'abord la couche négative, puis la 
couche positive. 

Par définition, le potentiel de double couche est {fig* 1 1 ) 

(3) Wp= f^(s)^^^ds. 

Je '*/'* 

Traçons l'arc de cercle Mm de centre P et de ra)^on PM; 

Fig. II. 




le triangle MmMt peut être regardé comme rectangle, 

d'où 

C0S9 , 
i = dtiips, 

<o étant l'angle au centre en P; d'où (*) 

(4) Wp= f>,{s)diOps. 

diùps étant /?05m/ quand le rayon PM rencontre d'abord 
la couche négative^ négatif dans le cas contraire. 

(») Henri Poincaré, Potentiel newtonien. 
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3. Théorèmes généraux, — i® Lorsque la densité est 
constante et égale à \ : en tout point t, intérieur au 
contour, le potentiel double est égal à utt; en tout point Sq^ 
sur le contour, le potentiel double est égal àir; il est nul 
en tout point e extérieur. 

Cela résulte de (4). 

2** Soient Wq, W/, W^ les potentiels doubles en un 
point 5o, sur C, où la densité est Vq, en un point inté- 
rieur, infiniment voisin, et en un point extérieur, infini- 
ment voisin \ on a 

(5) W/— 5i7rvo= Wo— 'irvo=Wc. 

Autour de ^o? comme précédemment, prenons Tare AB 
de Tordre de v^, les distances Sç^i^ s^e étant de l'ordre 
de Ti^^^ (A > o). Puis écrivons (4) sous cette forme 

la deuxième inté«'ra4c étant mise sous la forme 

f +/ = •'+•/■• 

Quand p occupe les positions «, ^o, e, la première inté- 
grale a les valeurs 

2 7rvo, irvo, o. , 

En ces trois points, les valeurs do J sont infiniment voi- 
sines, quand les points sont iniininient voisins. 

Enfin, dans j figure la fonction (v — Vq) qui, v étant 
continu, est infiniment petite avec l'arc AB. 

D'où la formule (5). 

On peut écrire ce résultat ainsi : 



(6) 



,v W,-hW, r ( .d ., I , 
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On le traduira ainsi : le potentiel double est discontinu 
sur le contour, tandis que le potentiel simple eit 
continu. 

4. Dérivée normale du potentiel de simple couche 
{fig. 12). — Soient un contour C et une direction X. Si P 
vient en P', effectuant un déplacement dk^ nous avons une 
variation de potentiel 






Au contraire, laissons P fixe et donnons à la courbe C la 

Fig. la. 




translation — dk\ nous avons la même variation, puisque 
PW=FM, d'où 

Supposons jx(5) dérivable et intégrons par parties. La 
partie intégrée est^àulle et il reste 



en posant 



dA. 



t/C '^ps Jq ^^ ^pt 



V = [JLCOS(/l, X), 
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La première intégrale est un potentiel simple, la seconde 
un potentiel double. 

Supposons que X soit la direction de la normale inté- 



Fig. i3. 

1 

■îsr 



} 



rieure {fig* i3) au point s^ sur C. En ce point 
la formule (6) donne 

le potentiel double étant all'ecté du signe — et le potentiel 
simple étant continu. 

Les formules (6) et (7) donnent encore 

Il est bien entendu que ris est la normale intérieure au 
point mobile s de la courbe, n^^ étant la normale intérieure 
en 5o, qui est Jixe. 

On a 

d I _ coscp 

D'où, pour la demi-somme, la valeur : 

/ ^2^^ds [Wrrrir — <P {flg, l4 )]. 
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Nous :observons, d'ailleurs, que :. 

C09W ^ ^^^ p i^ 

Pour éviter toute confusion {fig- i4)? nous désignons 
Fig. i4. 




3ar un accent la normale intérieure 



(8) 






co = 1C — '^, 



J'ai suivi le mode d'exposition de M. Darboux {Cours 
de la Sorbonne, 1907); M. Plemelj a établi la deuxième 
formule (8) en 1904 {Monatshefte fur Mathem. und 
Physik) et M. Picard en a donné une élégante démonstra- 
tion (Ann. de l* École Norm. sup., 1906), 

5. Dérivée normale du potentiel de double couche, — 
Soient la normale en s^^ sur cette normale deux points i et e. 
Quand ces deux poiqts deviennent infiniment voisins, la 
différence des dérivées du potentiel double suivant la nor- 
male ng^ devient infiniment petite. Les potentiels simple 
et double onXJ[£ur5.4)ropdé.tés YwêA^^e^ JU^ne de l'autre. 
Montrons-le. 

. Prenons pOup origine le point *,, et la tangente pçMr^xe 
des x{Jig. i5). 
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Décomposons toujours la courbe fermée en deux parties, 
OA et OB étant de l'ordre de tj, qui tendra vers zéro, et 
soient deux points sur la normale, de cotes ± A, A étant 
de Tordre de 7j*+* (A* > o) 




Soit W le potentiel double 

w étant relatif à l'arc AOB et W à l'arc BMA. 

Bien entendu, comme précédemment, "yrC^+h — ^-a) 
tend vers zéro avec rj. 

Il reste à étudier la différence relative à Tare AB, qui 
deviendra infiniment petit : 



wu=/ v(^ 



) d arc tang 



r-h 



(nous pouvons toujours supposer l'arc confondu avec la 
tangente, AB devant tendre vers zéro). Écrivons, avec 
M. Darboux (Cours de 1907), 



dh 
dh 



7 /»B 



a^»-*-(r— M'' 



en posant 



/- 



^'-t- (r -♦- ^)* X*-h{}r^h)* • 



V étant continu, si le module de/* reste fini, le théorème 
est établi. 
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Pour 

Nous pouvons remplacer y par K — > ^' par Kxj 

puisque AB va tendre vers zéro. Annulons la dérivée de / 
par rapport à Xj ce qui donne 

— ix(x -\-yy)] ^ iih^y*-^ Sh^spyy' = o. 

Aux environs de l'origine, la dérivée s'annule pour 
,r =±: y/3, l'ensemble des termes d'ordre moindre étant 

/iî(_a7Î4.3A2). 

Ecrivons / sous la forme r—z .^ ^ ,!, r-nr-^l on voit 

que ces points zh A\/3 sont des maxima et mi ni ma, finis, 
car y contient A* au numérateur et au dénominateur. 

Donc, h tendant vers zéro, les deux dérivées normales 
ont même limite. 

[Nous avons supposé la densité dérivable et ^ {x) trois 
fois dérivable.] 



EQUATION DE LAPLACE. 

PROBLÈMES DE DIRICHLET. FONCTIONS DE GREEN. 

1. Les Jonctions de Green. — Nous cherchons une 
solution de 

en fonction de certaines données portées par un contour 
fermé C, régulier, dans le plan xOy. Appliquons la l'or- 
mule de Green, avec une fonction V, harmonique, infinie 
au point (a, fe), 



'' v/(a7— a)2-f-(^— 6)2 
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Un raisonnement classique donne de suite (*) 
(a) ..U(«,6)=^(ug-V§)rf,. 

Il semble que le problème de Cauchy. soit résolu, avec 
les données portées, non par un segment ouvert de courbe, 
mais par une courbe fermée. 

11 n'en est rien. 

Une solution de (i) vérifiera l'équation (2), mais n'est 
pas donnée par (2). 

Il suffît, en effet, de remarquer que la valeur de U, 
fournie par (2), ne converge pas à la frontière, c'est- 
à-dire ne tend pas vers la valeur donnée au point M de G 
quand le point (a, è) tend vers M. 

Parce que la courbe G est fermée, la démonstration du 
théorème classique de Gauchy-Kowalesky ne vaut plus et 
l'on sait aujourd'hui que deux problèmes sont résolubles : 

le PREMIER PROBLÈME DE DiRICHLET, OÙ l'oU donUC U SCul 

sur G; le second problème, ou problème de Neumann, où 

l'on donne -3— seul. 
an 

Regardons la formule (2) et soit W fonction de Green: 
G = V-4-H. 

V est le logarithme précédent, H est régulière et harmo- 
nique dans toute l'aire, G s'annule sur le bord de l'aire; 
alors 

(3) 27rU(a,6)=yU^rf.. 

En général, d'ailleurs, former G est exactement aussi 
difficile que former U; mais, dans des cas simples, G est 
facile à écrire. 



(^) E. PiCARp, Traité d'Analyse, t. II. — G. Jordan, Cours d'Ana- 
lyse, t. II. 
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2. Premier cas. — C est un cercle. 
Menons Af (a, , 6| ), image de A(a, b) : 

MA, R 
MA "" OA' 
Donc 

,MA, OA 



•17 



OA.OA, = R» 



MA R 

En effet, G est harmonique, nul sur le cercle, a^ant un 
infini logarithmique quand M vient en A. 

Fig. 16. 




Second cas, — C est un demi-cercle avec son diamètre. 

Menons encore l'image A| de A, puis A2 et A3 images 
de A et A| par rapport au diamètre. 

La considération de N, image de M, par rapport au dia- 
mètre, donne de même 



MAi MA, 
^MA MAs' 



d\ 



3. Second problème. — On donne ^» Dans le plan, 

grâce à la fonction conjuguée (théorie des fonctions), on 
ramène de suite au problème de Dirichlet, comme Fa re- 
marqué M. DiNi. 

Dans V espace, c'est un nouveau problème, avec une fonc- 
tion Green-Rlein (*). 

4. Problème de Dirichlet dans le cas du cercle. Théo- 
rem.es généraux. — Pour le cas du plan, nous pouvons 

(') J. Hadamard, Leçons sur les Oncles^ Hermann. 
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associera une fonction harmonique P(d7, j^)la conjuguée 
Q(ic,^), dont la différentielle est connue quand P est 
donné. 

Soit a une direction luisant avec la direction A un angle 
égal à + 90% 

Intégrale de Poisson. — Prenons un cercle, i^ est l'angle 
au centre, la donnée est U(^), ds=i^di(. Soit z = x -^ iy 
un point M sur le cercle ; soient a = a + «6 et ai = a< -h ib^ 
les points Aet A|. SoitV Tangle A, MA; on a 



d'où 



d'oii 



<T^-°-v^ 



^G ___dW^ 
drii ds 

^ ^x - a) {X -- a^) -^ {y — b) (y - bo' 



^0 MA 



MA 

l](^)d'^ (intégrale de Poisson). 

u 

5. Unicité de la solution, — La dernière formule 
montre que les maxima et minima d'une fonction harmo- 
nique (dont les dérivées secondes sont continues (sont 
situés sur le bord du contour C. C'est un théorème 
capital dont nous donnerons une démonstration élémen- 
taire. 

Si donc une fonction de cette sorte est nulle sur C, elle 
est identiquement nulle dans l'aire C; d'où l'unicité de la 
solution. 

Une remarque s'impose. Donner U sur C, c'est donner^ 
par exemple, 

U=/(^), 
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S élaot l'arc de courbe, ou 

si Vx et ly de C sont donnés en /. 

Celle donnée ne doit offrir aucune sorte dUndétermi' 
nation, même en un seul point , sinon le théorème ne vaut 
plus. 

Stielljes (*) donne un exemple d'une admirable simpli- 
cité. Soit 

/(.)=i^=P + .-Q. 

Sur le cercle de rayon i, on trouve 

/(c^)=— aang-; 

P = 7 -.n . est nul sur ce cercle. 

C'est une fonction harmonique qui devrait être identi- 
quement nulle dans Taire. Or cela n'a pas lieu, parce que, 
au point ^7= — i,y=o, P prend des valeurs dépendant 
du chemin suivi pour arriver à ce point. 

Ainsi le théorème d'unicité exige que la donnée soit bien 
déterminée au voisinage intérieur du contour (^). 

6. Comparaison des fonctions harmoniques et des 
fonctions synectiques. — Toutes nos formules sont iden- 
tiques, au fond, à celle de Cauchy : 






Donc, de même que/(2) est développable en série de 
Taylor, P(^,jk) ctQ(^>JK) sont développables. 

Si/(5) est partout régulière et que son module ne croisse 
pas avec |z|, c'est une constante (Liouville). Même théo- 
rème pour P(:r, jk)« 

(') Correspondance d^Hermite et Stielljes, 2 vol.; Gauthier-Villars. 
(') Thèse de M. Painlevé {Ann, Fac. Toulouse, 1887). 



Digitized by 



Google 



I20 chapitre: IV. 

Une série de fonctions harmoniques P,i(^,^), uniformé- 
ment convergente dans une aire, a pour somme une fonc- 
tion harmonique (Harnack). Même théorème pour une 
série de fonctions synectiques/)j(z) (Weierstrass). 

7. Symétrie de la fonction de Green. — Soit 
G(a, b^x^y) la fonction de Green nulle sur le contour G 
et infinie en («, b) intérieur à G. Prenons un second point 
intérieur à G, (ai, 6|). 

Appliquons la formule de Green aux deux fonctions 
G(a, 6, ^jy), G(ai, 6|, x^ y) et au contour formé par G 
avec un petit cercle y de centre (a, b) et un petit cercle v, de 
centre (ai, b^) : nous avons de suile 

G(a, 6, «1, bx) = G(ai, 6|, a, b). 

8. Remarque sur V unicité des solutions, — On doit se 
méfier des généralisations superficielles. Soient les équa- 
tions 

(i) ÔM — A:*w = o (Arî^o), 

(2) 8M-hA:«tt = o (A:2>o). 

On donne u sur un contour fermé G. 

Dans ces conditions, la solution de (i) est déterminée. 
Posons, avec M. Paraf (Ann. de la Fac, de Toulouse, 

t. VI), 

u — (a* — x^)v, 
a'2 — x^ étant positif dans la région (G), (i) devient 

(a2— ^î)8p — 237-7^ — '2V — k^(a^— x^') {> = o. 
ox 

Si, dans (G), (^ avait un maximum positif ou un mini- 
mum négatif, ceci donnerait 

— A* = o ou H- A' = o. 

Il y a contradiction. D'où Vunicité. 

Pour (2) il n'en est pas ainsi. En effet, (2) admet la 
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solution 

.... k^r^ X:*r* A:«r« 

Jo(A:r) = i-^^ + ^^-^-^-^-^, ..., 

or la fonction de Bessel a des racines réelles. Donc (2) 
admet des solutions nulles sur une circonférence et non 
identiquement nulles. 



L'ÉQUATION INTÉGRALE DE M. FREDHOLM. 

1. L'équation de M. Fredholm, si importante, en elle- 
même, doit être étudiée ici, à cause de son rôle dans les 
Problèmes de Dirichlet et dans maint problème de Phy- 
sique. 

L'équation intégrale linéaire est la suivante : 

<J>(;r) est donnée ainsi que f{x^ s), et nous chercherons 
l^ expression de ^{x) en regardant la quadrature, dans 
(i), comme limite de somme. 
On peut écrire 

^V(-,»)?W^-lim/f/(x,£)<p(^)i. 

L'équation (i) étant ainsi transformée, en regardant n 
comme fini, d'abord, écrivons que cette équation trans- 
formée est vérifiée pour les valeurs 

I 9. n 

X ■= X, X •=. — > — » ...., — . 

n n n 

D'où (/i + i) équations aux (/i + i) inconnues 
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Nous posons 

Le système s'écrit alors 



(l =1, 2, ..., /i), 

OU bien encore 





1 -+-//«,! 


haxn^ 


ha in 


ôi 




han 


1 -f- Art, 5 . . . 


Art,,! 


bt 


o = 








.... 


" 




hani 





I -t- hann 


bn 




ha^x 





ha^n 


^{X)^ 


D'où 










(•2) 




'K^) — ?(^) 







2. Étudions ces déterminants A« et B^, que nous avons 
déjà développés : 

i-h/irtii ... ha\n. 
hatx 



B„ = 



ha„\ ... 1 -h hann 

aji ajj 
au aij aïk 
aji ajj ajk 
aki a/cj a/ek 



A» v^ 



Et, comme A = -> nous avons 



^2 



/(^•^j /(f0 



I 
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Lorsque n devient infini, chaque somme a une limite,, 
qui est une intégrale, la première 






la seconde 









dxi dxi. 



Etc. 

D'où une série en \, Si elle converge, nous écrirons 

liinB«=D/(X). 

Étudions le numérateur. A« est une somme de termes de 
la (orme 



I 



hP 



a»,a, . 


• • «a,«^ 


<>«■ 


««,,., • 


•• "a,,.. 


''«. 


axa. • 


"j-a^ 


o 



On peut passer à la limite, pour /i = oo, pour chaque 
somme : nous obtenons des intégrales multiples. Nous 
représenterons /(:rp, Xq) par 



et 



par 



{ocpXq) 



/dx\ I dxi . . . / dxp 

s 



l.î,3, ...,;i 



Le terme de rang/?, dans lim A„ (nous admettons, pour 
l'instant, la convergence de la série en X), sera 



_ \p 



i-2» /' 



(XiXi) 



(XiXp) ^(Xi) 
(x^Xp) ^(Xi) 



(XpTi) ... (XpXp) ^(Xp) 
(xXi) ... {XXp) o 
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3. Une REMARQUE CAPITALE cst Ja siiîvanle : 

Développons le déterminant par rapport à la dernière 
colonne et intégrons ; nous obtenons p termes iden- 
tiques. 

Écrivons le premier : 

{XzXx) (x^x^) 

^ s 



2,3, ...,p 



{XzXp) 



(XpXi) (XpXi) 
(xxi) (xXf) 



(XpXp) 

(xxp) 



Écrivons le second 



T2=-i(-,)/> r ^{x^)dx. 

s 



i,Z,k,...,p 



(XiXi) (X1X2) 

(x^xi) (xaXi) 

{XpXx) (XpXi) 

(xXi) (XXi) 



(XiXp) 



Dans le terme T^ , faisons ^Tg = Ci , puis :ri = $2 5 alors T| 
devient 



i-i)pf\(U)dU s A 



1,3,...,/^ 



et A est le déterminant de T2, au signe près : deux colonnes 
sont échangées et Xt est remplacé par Ç| , X2 par Çj- 

Deux signes — se détruisent, le nom de la variable d'in- 
tégration ne signifie rien : 



f f{x)dx= f f(y)dy. 



Donc T| = Ta. 
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Faisons remonter la dernière ligne au premier rang 



1^5 








{xs) {xxt) . 


.. {xxp) 


X s 


{XiS) {x^xt) , 


. {x^Xp) 


{x^s) (x^xt) . 





î, 3,4,...,;? 










{XpS) {XpXx) . 


. {XpXp) 


On peut enfin remplacer 




{XtXz,,.Xp) 





par 



(a?iTj . . ,Xp-x)' 



D'où le terme gén<^ral 



X 



1,2,. ..,(/>-!) 



{xs) i^^l) 

(XiS) (a7|iFi) 



(xXp-i) 



(Xp-iS) (Xp-iXi) ... (Xp-iXp-i) 

4. Nous écrirons donc, s'il y a convergence, 
limA/i = — X / Df(\j x^ s)^{s) ds, 



et nous aurons 



<^{x) = ^{x)- 



X f Df{'k,x,s)^{s)ds 
D^(X) 



Telle est la voie par laquelle M. Hilbert (*), dans ses 



(1) M. D. Hilbert a obtenu de très beaux résultats dans cette théorie. 
Voir ses travaux, cités plus loin, et ceux de MM. Otto Toeplitz et 
Ernst Hellinger, sur les foroies quadratiques à une infinité de variables. 

Ceci se rattache aux équations linéaires à une infinité d'inconnues 
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remarquables Travaux, arrive à la célèbre formule de 
M. Fredholm. 

5. Convergence des séries, — Il faut voir que D(^) et 
D(X, x^ s) convergent. Or, ce sont des fonctions entières 
de X, comme on le voit aisément par le théorème de M. Ha- 
damard sur les déterminants, et en employant la formule 
de Stirling, La solution est donc méromorphe en X. 

THltORÈMES FONDAMENTAUX DE M. FREDHOLM. 

Donnons quelques indications sur les principaux résultats 
du célèbre Mémoire de M. Fredholm. Le lecteur reconsti- 
tuera les analyses que nous esquissons. 

1. Nous posons, d'après ce qui précède, 






fi^uxi) f(^uyi) ... f{xuyii) 
f{^i,y\) 



/(^//,JKl) A^n.yn) 

K:)=^'^->-iF,.S/(t:: ::;:::■;:)■ 

^ *' 1 ' — 1,2,3, ...,/l 

Développant le terme général de D< , nous avons n termes 
identiques, et un autre : 

/(^"»S S /f"" ""•••'"") 

\n VJ \X^,Xi, ...,Xn 

•"- 1, 2, . . ., \n — \) 



{Travaux de MM. Hill, Poingaré, H. von Koch. — E. Scumidt, Cire, di 
PalermOy 1908) et aux fonctions implicites en nombre infini : Note de 
Tauteur, {Soc. math, de France, 1908). — Nous supposons /^/li; 
M. Fredholm et M. Hilbert traitent aussi le cas où le noyau f{Xy s) 
€st infini, dans certaines conditions. 
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D'où la formule 

(FO D,(^^) = Dx/($,7,)~Xy'/(J,T)DiQ)rf':. 

En développant le déterminant par rapport aux éléments 
de la première colonne, au lieu de la première ligne, nous 
avons la formule équivalente 

La comparaison donne 

2. Ceci permet de vérifier la solution obtenue, par une 
sorte ^itération. On écrit 

et, sous le signe, 

r'O 

<a) o(.) = 4-(i)-Xy —^if{t)dt. 

En vertu de (F), (i) se réduit à l'identité 

D f f{x,s)i/{s)dsr=ï) f /(x,t)<\,(t)dt. 

Nous avons supposé D ^ o. 



3. Soit "ko une racine de la fonction entière D. M, Fred- 
ïiolm a obtenu la forme de la dérivée -pr— en introduisant de 
nouvelles séries : 

\*ni»^27 • ••> '^/*/ \TQi» *n2î .••! ^i«/ 

1 ' — 1,2, ...,/? 
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On a, de suite, 










= 


s 





(*l) 



Développant le déterminant du terme général, dans D/i, 
suivant la première ligne, et intégrant, avec les mêmes 
remarques, M. Fredholm obtient 

-/(Çl,^î)D„_i( +... 

Intégrant encore, en développant le déterminant suivant 
les termes de la première colonne, on a, de même, 

1 r/ ^ \ rk / Ç2î ÇS) • • • » Ç» \ 

\7i2,*n3t .. ., ïi/i/ 

ou bien, avec une notation nouvelle, 



d^ 
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Si D(Xo) = 0, Xo est une racine /i-uple, si pour X = Xo 
les fonctions D^ s'annulent, /> étant i, 2, 3, . . ., (n — i). 

D'après l'expression de la dérivée de D(X), on voit même 
que Xo est racine, au moins d'ordre n, dans ce cas. 

Dans ces conditions, M. Fredholm prouve : 

i** Que l'équation intégrale homogène 

(3) '^(^)-+-Xo f f{x,y)^{y)dy = o 

a n solutions linéairement indépendantes; 
1^ Que l'équation donnée 

(4) 9(0?) -h Xo f f{s:,y)o{y)dy = ']f(x) 

est résoluble, si n conditions sont remplies. 
i. Xo est donc tel que, pour cette valeur, 

dososd;=...sDJ_,. 

La formule (^1) montre que 

est une solution de l'équation homogène. Les développe- 
ments analogues à ceux donnant (^1) donnent aussi bien 
la solution 






(le signe est alterné, pour la symétrie). Nous pouvons aussi 
bien diviser par 






et nous avons n solutions que nous représentons par Li, 
D'A. 9 
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• • j 

o. Montrons que toute solution de (3) est une combi- 
naison linéaire, à coefficients constants, des solutions L. 
— (Nous suivons exactement l'exposition de M. E. Picard, 
Cours de la Sorbonne, 1906.) 

Établissons un lemnie : 

Soit (3<) Véquation (3) oit .f{x^y) est remplacé, 
g étant quelconque, par 

(5) ¥{x,y):=f{x,y)-^g{x,y)-\-'kQ f g{x,z)f(^'z, y)dz. 

Toute solution de (3) satisfait à (3<). — C'est une 
vérification immédiate; on est ramené à l'identité 

J f ^^^' ')/(^» y) di dy ^Jjg{x, y)f{y, ') dydz. 

Donc, au lieu de (3) nous écrivons 

(6) cp(a7)= — Xo f ^{x,y)^{y)dy. 

Or, pour pouvoir employer la formule (^3), prenons 

Nous avons, d'après (^3), le second membre de (5), 
d'où 

n 

(7) ¥{x,y)='^f{^t,y)U{=c). 
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Portons la valeur (7) dans (6), 

n 

(8) ç(ar)=2A/L/; 

1 

A/ est indépendant de x. Nous renvoyons à M. Fredholm 
pour ia preuve de l'indépendance des solutions L 
Eludions maintenant l'équation (4). 

6. Conditions relatives à un pôle X© de la solution 
primitive, — (4) peut avoir une solution, si n conditions 
sont remplies. (3) étant résolu, nous avons donc une infi- 
nité de solutions, pour (4), s'il y en a une. 

Ecrivons les équations 

(III ) g(,x) ^- Xo r f{x, y) g{y) dy = o, 

(III,) A(ar)-hXo Ç f{y,x)h{y)dy^o. 

Les Dy, sont les mêmes; donc on a les mêmes pôles Xq 
et le même nombre de solutions; soient L celles de (III) 
et M celles de (III|). 

L'équation (4) donne 



(9) 



/ ^{x) ^i{x) dx-^lo 1 y/(ar,7) <p(jK)M/(rr) dx dy 
= / Mi(x)^{x)dx. 

•y A 



Le premier membre est nul, d'après (IH^). 
Donc on doit avoir 

(10) o = a/=/ ^i{x)^{x)dx. 

Ce sont les conditions. 
7. Si elles sont remplies on a la solution 

(1,) <p(ar) = ^;(ar)-l-Xo / g{x,z)^{z) d'z, 
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g ayant été défini précédemment : 

** \^> 'il» • • • 1 'in/ 

Faisons la vérification, en portant dans (4) ia valeur (i i). 
11 vient à vérifier 

(12) o= f ^{y)Tdy, 

T^g{x,y)^ f{x, y) -+- Xo f ^/{a;,z) g{'z, y) dz. 

Reportons-nous ii (III), où nous remplaçons /(j?, y) par 
fi (x^ y) [qui sera identique à f{y^ x)\. 

Nous avons donc les solutions l^\{x) [qui deviendront 
identiques aux M/(:r)]. 

Or (^) donne, g\ étant quelconque, 



'. n 



(i3) 



Si maintenant nous faisons 
(i3) deviendra . 

n 

1 

On peut échanger x et y, d'où 

n 

^fianOr)Mi{y)^T. 
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Alors, ai étant nul, il est immédiat que (12) est vérifié. 
Tel est le résumé des principaux résultats de M. Fred- 
holm. 

Disons un mot des applications. 



APPLICATIONS. 

PROBLÈMES DE DIRICHLET. 

On se rend compte que ces équations se ramènent aux 
équations intégrales. 

Il suffit de regarder les formules des potentiels. 

1 . Problème de Dirichlet, intérieur. — On a 

W/=Wo-+-7r^o; 

W| est connu, l'inconnue est v(5), v est donné par une 
équation de Fredholm, d'où la solution, par un potentiel 
de double couche, à l'intérieur du contour fermé G. 
Nous avons l'équation de la forme (4), avec X= i : 

L est la longueur du contour, s un point fixe, <j un point 
mobile, du contour. 11 faut qu'on ait D(i) ^ o. 
Mais, si l'on avait D(i) = o, l'équalion 



v(5)-4- / V((T)-; _L<i(J=0 

«//) '^ r 



aurait une solution non nulle. 

On peut prouver l'impossibilité de ceci, donc l'impossi- 
bilité que le point un soit un pôle Aq- 

(cp est l'angle de la normale extérieure au point o* avec le 
rayon r qui va du point s au point o-.) 

Il suffit que le contour portant la donnée ait un rayon 
de courbure lipschitzien pour que le problème soit aussi 
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immédiatement résoluble (T. Lalesco, Bull, des Sciences 
math., 1907). 

Par des représentations conformes, M. Darboiix, dans 
son Cours (1907), a résolu le problème pour des contours 
présentant certaines pointes. 

C'est un résultat très important. 

2. Problème de Neumann, extérieur, — (w~) ^^^ 

connu; l'inconnue (x(5) est donnée par une équation de 
FVedholm, d'après la relation 

La solution est un potentiel de simple couche. Même 
impossibilité, d'après les théorèmes classiques, que l'équa- 
tion sans second membre soit résoluble. Donc ce problème 
extérieur (X = i) est résoluble. 

[i/ est l'angle de la normale extérieure au point s avec le 
rayon qui va du point 5, fixe, au point o", mobile (*)-] 

L'équation est 

ix(5)-hX / jx((,)-_t c?ff = :i^. 

Problème extérieur : X = i . 
Problème intérieur : A = — 1 . 



(') Donc, coscp et cos4' sont deux fonctions de la forme /(s, 9) 
et/(ff, s). D'où la condition connue, pour le problême intérieur de 
Neumann, 



X 



-r- ds = O, 
C 



Mais il y a toute une discussion délicate sur la réalité et la multi- 
plicité de la racine \y discussion qui exige la connaissance des travauœ 
classiques sur l'équation de Laplace, en particulier de ceux de M. Poin- 
caoré (Circolo di Palermo, 1894; Acta mathematica, t. XX). 

Nous n^avons pas à rappeler ici les différences entre les problèmes de 
Dirichlet pour le plan et pour Vespace (travaux de lord Kelvin, etc.). 

Nous renvoyons aux Ouvrages de M. Picard et à une Note finale de 
ce Livre. 
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3. Pour le problème de Diriclilet, extérieur, ou le pro- 
blème de Neumann, intérieur, il y a une solution de 
Téquation sans second membre, et l'on retrouve la condi- 
tion de possibilité connue. Nous ne pouvons que renvoyer 
aux travaux, déjà nombreux, sur ces sujets (* ). 

Indiquons simplement l'application aux équations diffé- 
rentielles. 

4. Equations différentielles linéaires, — Une équation 
diSerentielle d'ordre n peut être intégrée avec les condi- 
tions de Cauchy : on donne 

OU bien encore, on peut donner n points de Tintégrale 

Dans ce cas, nous avons une équation de M. Fredholm; 
on le voit facilement. 
Soit 

L'adjointe C sera 

C = (— l)«-»(/>l^r-*-+- (— !)«-*(/?,-«)'*-» -f". . .-4-/?,, 5 

Soit ah la fonction A/i{t)j Ah étant Ah{x). Soit 

z = — I . 

|/i — I 



(») Citons : I. Fredholm, Acta mathematica, t. XXVII. — D. Hilbert, 
Nachrichten zu Gôttingen, 1904-1906. — E. Picard, Annales Éc. Nor- 
male, 1906. — J. Plemelj, Monatshefte fur Math, und Phys., t. XV 
et XVIII. — Erhard Schmidt, Mathem. Annalen, t. LXIII et LXIV. — 
On consultera aussi le résumé du Cours de M. Picard, 1906, dans les 
Rendiconti del Circolo di Palermo, I1906, et la Thèse de l'Université 
de Paris de M. Bryon Heywood (Gauthier-Villars, 1908). — Il faut noter 
que MM. Hilbert et Schmidt donnent des solutions entièrement nouvelles 
de Téquation de Fredholm. 
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Nous posons 

\{x,t)={- ly^-i ai -4- (- lY-i aala- - H- . . . -H a;, ^^ ~ 2] ^ ' 



Soit Qn-i{^) wn poljnome en .r, de degré (n — i). 
Ecrivons V équation intégrale 

n) qn-i{x)=y{x)^A f ùi{x,t)y{t)dt. 

En dérivant n fois, on a 

Le terme entre crochets est V adjointe de C ; donc c'est 
identiquement E. 

Donc (i) équivaut à (a), 

et nous déterminons (*) le poljnome Q par la condition, 
par exemple, que y s'annule pour x •= a, ào, ..., o,i. 
Nous aurons encore une équation du type (i). 

Note. — L'extension au cas où l'inconnue est 

cp(a7i, Xty . . ., Xp), 

avec une intégrale jo-uple, est immédiate : solution niéro- 
morphe en X; en un pôle Xq, solution de l'équation homo- 
gène et, avec des conditions, de l'équation donnée, à second 
membre. 



(^) Bateman, Bull, des Se. math., 1906. — M. Mason, Mathematischc 
Annaleiiy t. LVIII. — D. Hilbert, loc. cit. — Sur les questions de ce 
genre, voir les beaux travaux de M. Picard, Traité d'Analyse, t. 111, 
2" édition {sous presse )j par les approximations successives. 
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ÉQUATIONS DES TYPES HYPERBOLIQUE ET PARABOLIQUE. 



Le lype elliptique correspond aux caractéristiques ima- 
ginaires, letjpe hyperbolique aux caractéristiques réelles. 
Je type parabolique aux caractéristiques confondues. 

Le premier type a été étudié précédemment, pour l'équa- 
tion la plus célèbre, celle de Laplace. 

Nous étudierons quelques cas hyperboliques et dirons 
un mot du cas parabolique. D'aboid quelques remarques 
sur les théorèmes généraux d'existence et sur les caracté- 
ristiqiies, multiplicités d'exceplion, relativement à ces 
théorèmes généraux; %in\di par tie finie d'une intégrale; sur 
la notion à^ adjointe; un problème fonctionnel, etc. 

I. Sun LES THÉORÈMES d'eXISTENCE. 

Le principe de Dirichlet est là pour nous en avertir, et 
nous avons bien vu que les solutions des équations diffé- 
rentielles ou aux dérivées partielles peuvent être formées 
avec des conditions aux limites très variées. 

Revenant au théorème de Cauchy, faisons une remarque 
pour le cas où les fonctions cessent d^être holomorphes. 

Le cas le plus simple est celui de Briot et Bouquet : 

xy' =z ax -\- h y -+-.... 

Si h n'est pas entier et positif, il y a une solution ho- 
lomorphe à l'origine. On le voit en écrivant 

a^y — by = ax-^ o{x, y), 
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et en comparant^ à \^ fonction implicite z donnée par 

M „ z 
ts)z=z -— M ; 

o> est le minimum Ae\n — b\ (/i = i, 2, 3, . ..). 
Le cas le plus général 

xmy -_ ^ -y _|_ l)y _|_ . , . 

donne lieu à beaucoup de distinctions et de discussions 
difficiles («y. 

M. Goursat a étendu l'application du calcul des limites 
aux équations aux dérivées partielles, alors que, précédem- 
ment, on employait l'artifice du jacobien, pour prouver 
le théorème de Cauchy. 

D'ailleurs, le Calcul des Limites donne aussi bien de 
nouveaux types de théorèmes d'existence. Soit 

(i) s =i ap -^hq-^cz -4-/. 

On peut donner z seul, mais sur Ox et sur Oy, 
Supposons z nul sur les axes, ce qui ne change pas la 
forme de l'équation, et prenons d'abord 

(2) s := cz; 

c a pour majorante 

G « 



i-iK'-i) 

Soit r le plus petit des deux nombres R, — =• 

y M 
Prenons pour majorante 

G.= ± 



(-?)(-?) 



(') E. Picard, Traité, t. III, 2« édition {sous presse). 
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La fonction ii = -, r-— r satisfait à Téquation 

(-?)(-70 



Ox ôy 

Nous avons donc une solution, holoinorphe autour de 
l'origine. 

En posant >5 = (/i^, on ramène Téquation (i) à deux 
équations de la forme (2). 

Les théorèmes les plus généraux, dans cet ordre d'idées, 
sont dus à M. Goursat et à M. Riquier (* ). 

Remarque, — Il faut bien veiller à ce que toutes les 
conditions soient remplies, dans l'application du théorème 
de Cauchy. 

Nous donnerons l'exemple suivant, dû à M'"*' de Rowa- 

leskj (2). Soit 

d^z __ dz 
ày^ "" àx 

Nous pouvons, sur Oo:, donner 

<i) -8(ar,j^)=/,(a:)-hj^/i(a?)-f-... 






Telle est la solution, convergente. Imaginons que l'équa- 
tion donnée est du premier ordre en x et donnons-nous, 
sur Oj^, 



(') Koi> E. Goursat, Soc. math, de France, 1906. — Leçons sur les 
équations aux dérivées partielles, 3 vol. (Hcrmann). 
(2) Thèse {Journal de C relie, t. 80). 
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Ceci n^est une solution que si o vérifie certaines con- 
ditions. Soit une valeur ^'©î si autour de ce point o(y) a 
uu rayon de convergence fini, il est impossible que (2) 

converge ( — ^ii croît avec n\. 

Prenons (i) et faisons :c = o : 



(1') 

Et, comme on a 



M 

I «« I et I ^« I < ^ » 



zi^O^ y) est une fonction entière. Donc '^{y) doit être en- 
tière. Soit donc donné 

entière : 

flm çp ('2/1 + 9. I2 /l-f- 2/? 

^ = [2nA,4- t=== A„^,X^ + . . .-f-i===^- A„^,,j.5/'+. . . 

,, I et |B„| sont n 
dition), (2) convergera. 



Si I A,, I et |B„| sont moindres que 7=- 07? (nouvelle con- 



11. — Sur l'hypeugéométrie. 

On a souvent besoin de parler le langage géométrique, 
alors même que le nombre des variables est supérieur à 
trois, 11 n'y a là, dans l'Hjpergéométrie, aucun mystère 
pour le mathématicien. 

Par exemple, on dit que, dans Tespace à n dimensions, 

f{xu ^2, .. ., rr«) = o 
représente une surface et une intégrale n-uple un volume. 
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(l n'y a là qu'une langue commode qui aide rîmagi nation 
et favorise la découverte. Il y a là la source d'analogies 
fécondes, mais aussi, parfois, trompeuses. Il faut donc 
constamment faire suivre l'image de la construction analy- 
tique. 

Prenons un exemple. Soit le cône 

il découpe trois régions, l'une extérieure, qui ne contient 
pas l'axe O2, et deux intérieures, Tune à cote positive, 
l'autre à cote négative. Il en est de même pour les cônes 

rrf -h ir| -4- . . . -h J7* = /« 

dans l'espace {p + i)-uple. 

Au contraire, dans l'espace [p -h i)-uple, les cônes 



• X 



«=^ÎH-...-hrî 



ne découpent que deux régions ( * ). 

Pour une surface, quel que soit /t, on sait qu'il faut, en 
certains cas, examiner si elle a un seul côté (^). Ceci ne 
dépend pas de n. 

Faisons quelques extensions immédiates. 

Soit une surface S 

et une surface S 

F(a7,, rr,, ..., a7„) = o. 
Posons 

Pour que S et S aient, en un point, un contact d'ordre /i, 
il faut et il suffit qu'en ce point W et toutes ses dérivées 
d'ordre 1,2, ..., /i s'annulent. 



(*) J. CouLOX, Thèse (Hermann, 1902). 
(2) E. Picard, Traité, t. I, p. is«4 
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D'où le plan tangenl à S, soit 

Ai(X| — ari)H- A5(X,— rr5)-+-...-h A;t(X;, — 37,,) = o, 
T)(xi, a:,, . . ., Xn) 

Ai = Ji=-=— r> •••• 

D(a„ M,, ..., an-i) 

Les cosinus de la normale à S seront 

L'élément de surface sera 

dta = y 2 Jj rfwi û^Mj . . . du,i-i» 

Lu formule de Green subsiste. 

Il n'y a rien à changer à la théorie du changement de 
variables dans les intégrales (*). 
Mais voici une question nouvelle. 
Dans l'espace à 3 dimensions, nous avons : 

Variété à i dimension = ligne, 
» 9. dimensions = surface, 

» 3 » = volume. 

Avec 4 dimensions, nous avons du nouveau, savoir les 
variétés à 2 dimensions, qui ne sont ni lignes, ni sur- 
faces. 

M. Henri Poincaré définit leur aire de la manière sui- 
vante (2) : 

Plaçons-nous dans E3 (espace 3-uple). 

Nous pouvons définir le ds d'une courbe G en regardant 
la surface-canal, enveloppe de sphères de rayon e ayant 
leurs centres sur G. 

L'élément de k (ABA'B'), situé entre deux sections nor- 
males PQ, P'Q', a pour mesure 

ABxAA'=^iu, AB = £c?0, AX' = ds, 



(^) Cours de M. Jordan et de M. Baire. 
(*) Acta mathematica, t. XXII, p, i43. 
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143 



OU 



ds : 






Faisons de même, dans E4, pour obtenir la mesure de 
Télément de V2, variété donnée par 



(t) 



a^A=«x(^i, ti) (/c = i, 2, 3, 4). 

Fig. 17. Fig. i«8. 





Les sphères îiyant Jeur centre sur Vj ont pour équation 
Pour avoir Tenvcloppe, décrivons en tt et ^2 

(3) 2;(-*-<?*)Sf"='>- 

Dans E3 nous pouvons déterminer la position du point A^ 
sur l'enveloppe, par Tangle rapporté à deux directions 
rectangulaires $, r^ de la section PQ, liées à cette section; 
^ a pour cosinus a< , 0L2, aj, et Tj, p,, p2j .Sa- 

Dans E4, posons, de même, 



(4) 
(5) 



3^k— <?A= «AêcosO -I- ^jt^sinO, 



(2) et (3) sont satisfaites par les formules (4), quel que 
soit 6, si Ton a 



(6) 



2"£-EP'ë=»- 
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La droite analosrue à MA est bien la normale à k dont 



les cosinus sont 



'Tk—^k 



En effet : 

1° La somme des carrés est un; 

Il suffit de dériver (2) en t^ et en 6 cl d'ajouter (3). 
Nous avons donc, d'après les notations précédentes, les 
éléments J^, Jo de la surface A:, 



•'1 



^1 — yi ^ h =: 

e Jo 



«1 cos6 H- pi sinO, 



JU^iY"^ Pi^) (y = cos6, (J = sinO) 



ou bien 



Jo=2j*(a/7-+- ?/.<ï), 



ou bien encore Jq est un déterminant : 

dxk àxk àxk , Q 

-àT, -df, -W «*ï + P*' 

Or 57- (^A — ©a) contient e en facteur. 
Comme nous prendrons e infiniment petit, nous pouvons 
ICI remplacer -r-- par -f- et écrire 



Jo = 



S7' 5;' ^(--^--^P/^T) «^-ï-^?^- 



C'est une somme de quatre déterminants, dont deux sont 
nuls, et, comme t^ -j- y^ __ , ^ \\ reste 



Jo= e 



f t ?'■ •• 



Formons JjJ ; c'est un déterminant qui, d'après les rcla- 



Digitized byVjOOQlC 



ÉQUATIONS DES TYPES HYPERBOLIQUE ET PARABOLIQUE. >l^') 

lions (5), (6), est égal. à une somme de carrés de mineurs 
soit 

5?7 àtt 



A„ = 






Donc Jo est connu, et nous écrirons 

y "■ '; ■ Jo=ev • 

L'élément d'aire de k étant tL^dt^dt^dh^ celui de Vo 
sera 



III. — Sur les caractéristiques. 

D'une manière générale, ce sont les variétés exception- 
nelles relativement au théorème d'existence de Caocby. • 
Prenons le cas le plus simple, les équations linéaires. 
Equation d^ ordre n à deux variables : 



(I) 









^ ne contenant que des dérivées d'ordre moindre que n. 
Sur une courbe C, on donne 



âz 



dz d^z 



àn- 



ou 



^' dx' dy' dx^\ "' dy'^-'^ 

^t PlOt Poil PtO^ •••, Pon-l' 

Pour obtenir les dérivées d'ordre /i, écrivons 

dpn-i o = Pno dx-^pn-ii dy, 
dpn^t 1 = Pn-\ 1 dx -H pn-t t dy^ 



dpon-i = Pin-idx-\-pQn dy. 



D'A. 
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Le calcul est possible, à moins que A ne soit nul : 

T X o o . .. o 

o [ X o . . . o 



A = 



o o 

Ao Al 



I X 
A« 



= (— i)"[AoX« — A,X«-i— ... 
-4-(-i)«A;,], 



X=^. 
dx 

En chaque point nous avons n courbes, correspondant 
aux racines X|, X2, . . ., *kn* Ce sont les caractéristiques. 
Or, on vérifie facilement que l'opération 

reproduit le premier membre de l'équation (i), eny ajou- 
tant des termes avec des dérivées d'ordre moindre que n. 
D'où, pour(i), la forme canonique, permettant les approxi- 
mations successives, 

[Thèse de M. Delassus {Ann. Éc. Norm,, iSgS.)] 
Pour la théorie générale des caractéristiques, nous ren- 
voyons à M. Goursat. 

Equation d'ordre n^ à n variables, — Prenons, pour 
simplifier l'exposition, /ir=3; soit l'équation 



(I) 

dz 



F ='^aikPik'^f=o\ 



Pik = 



â^Z 



^Pki] 



Pik/i = 



d^z 



dxiàxk ^"" ^"'^ dxidxkàx,,' 
Les données sont portées par la surface frontière S : 

^8= <p(^ii arj); 



dx, *' 






dx^dxt " "' 
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On donne, sur S, les valeurs de z. Sur S, 5(a?i, j?2, ^Tj) 
devient z{Xi^ ^2)» fonction connue des deux variables 

Chaque fois qu'il sera nécessaire de spécifier nette- 
ment qu une fonction de trois variables se réduit, sur une 
sur/ace, à une nouvelle fonction de deux variables, nous 

l'indiquerons par ce trait : z. 

Dans (1), /ne contient que des dérivées de z d'ordre i, 
au plus. 

Pi dépend de trois variables. Cherchons sa valeur pi 
sur S. 

Nous n'avons qu'à écrire 

^ J 

(I) - — = fonction connue =/>/ -h P//?3 (* = Iï2)- 

Donc si, sur S, outre >5, on donne 773, on connaîtra pt et/?2, 
valeurs sur S de p^ et/?2. 

Montrons qu'on connaîtra toutes les dérivées de tout 
ordre : 

-^ = fonction connue = pki-+- ^iPAi, 

OXt 

<ii) [ôf, — „ — 



d'où 



(1 = I, 2; A = i, 2, 3), 



^-£-^*ë.-^'^^-^- 



Il suffira de connaître p^z- Or, l'équation (i) donne 
alors 

(2) HjôII-hK = o, 

ayant posé 

H =^ a«vfcP/PA— 2 ^'»^'"^ ^"» 
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V indiquant que i et k prennent seulement les va- 
leurs I, 2. 

Si l'on a H == o, on ne peut caiculer ni JD33, ni /?333> etc. 
C'est l'équation des surfaces caractéristiques obtenue 
par J. Beudon (*). ^ 

IV. — Sun l'équation adjointe 

ET LA DÉRIVÉE CONORMALE. 

L'idée fondamentale est due à Lagrange. 
Soit 

On appelle adjointe 

G(«)=2(-0'-*5|^(Aa-«) = o. 

On a la propriété caractéristique 
qui se vérifie de suite, car 

dérivée d'une fonction de m, w, et les (A — i) premières 
dérivées. 
Faisons 

et nous avons 

dx^ dy^ dy^ dx^ dx 

(*) Voir BÂCKLUND, Mathem, Annalen, t. XIII.— J. Beudon, Soc. 
math, de France, 1895. — J. Coulon, Thèse, 1902. — J. Hadamard 
a complété la théorie de Beudon {Leçons sur la propagation des ondes, 
Hermann, 1908 ). 
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Changeons u en ^', x en y^ h en k\ nous avons une 
équation analogue, d'où 

d'où la formule (G. Darboux, Théorie des surfaces, t. II). 
Prenons maintenant une équation d'ordre 2 à /i variables : 

L'adjointe est 

On a 

«F(^)-.G(«) = 5^+...+ ^ 

(J. Hadamaud, Propagation des ondes). 

Ces formules permettent de passer de l'intégrale ai-u pie 
dans un domaine à une intégrale (ai — i)-uple au con- 
tour. 

Les caractéristiques étant réelles, il s'introduit dans 
l'intégrale au contour une dérivée suivant la conormale, 
direction liée à la normale (ou à la tangente). Et ceci 
donne des résultats intuitifs permettant d'éviter des calculs 
et de voir immédiatement les frontières exceptionnelles 
relativement au théorème de Cauchj. 

Nous établirons la formule dans chaque cas, renvoyant 
au Livre de M. Hadamard pour la théorie générale (* ). 



(^) La conormale a été définie par Fauteur dans son étude de l'équa- 
tion des ondes {Comptes rendus, 11 février 1901). M. Coulon a fait 
l'extension au cas général ( Comptes rendus, juillet 1901). M. Hadamard 
a montré que la direction conormale est bicaractéristique. Voir encore 
M. Burgatti, qui, dans un Mémoire cité plus loin, définit de la même 
manière, la direction cotangente {Ace. dei Lincei^ 1906). 
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V. — Sur la partie finie d'une intégrale infinie. 
1. Intégrale simple. — Soit 

F(a)=j/ f(x,t)dx. 



Si A et B sont des fonctions de a continues, ainsi que 
leurs dérivées premières, et si f{x, a) admet une dérivée, 
par rapport à a, continue, il est bien connu qu'on a 

Passons au cas des intégrales généralisées. Soit 

J^* dT 

/a — J7 

Nous supposons que /(^, a) admet des dérivées pre- 
mières -T^j 4- déterminées el continues (*). 

dx d% ^ ^ . 

V est une fonction bien déterminée et continue. On peut 
donc faire le changement de variables 

W — ar = a(i— ^), 
et V devient V| : 

^0 y ^ y % 

Considérons d'ailleurs l'intégrale 

*/o \ ^ y 

D'après les hypothèses faites, les intégrales V| et W| 
convergent uniformément (*), d'où 



(*) Voir, sur ces questions, le Mémoire de M. de la Vallée-Poussin 
dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 189a. 
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Mais on peut écrire 

Posons 
On a 

Celte limite existe certainement, comme on le verrait 
en Taisant dans W) le changement 

I — y = i*. 
Donc enfin 

,,, dV ,. [à /-""-*'., , rfr 1 



— =iiinr- r 



v/5 



Mais en dérivant J/,, intégrale ci-dessus, où h est ^ni 
pour l'instant, nous pouvons employer la formule (i) : 



.«(l-A) 



Cette expression (4) renferme deux termes qui croissent 
indéfiniment lorsque h tend vers s&éro, mais dont la 
somme est finie, quelque petit que soit A. Nous le savons 
d'avance par le changement de variables; vërifions-le : 

Alors 

La première intégrale sera finie, d'après nos hypothèses. 
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La deuxième intégrale donne 

Ici encore l'intégrale a^l finie. Donc 

!J^= partie finie ^/MLZ^ 

11 est clair que les deux termes en -— :, devenant chacun 

infini pour A = o, o/i^ cf/ie somme finie, quelque petit 
que soit h, puisque la somme contient en facteur yh. 

Cette forme nouvelle s'est montrée indispensable dans 
l'étude de l'équation des ondes. 

Même notion de partie finie avec l'intégrale multiple. 

2. Intégrale multiple. — Le champ W et la fonction ç 
dépendent d'un paramètre X : 

(i) \=Jjj^{x,y,z)dzy 

:■ . wVAw • • 

. iNous cherchons r=lim -Y» 

Pour cela, amenons (i) et (2) à avoir même domaine eu 
faisant correspondre à tout point (x^y,z) de (Wh- AW) 
un point (X, Y, Z) de W par les formules 

a7 = X + 5, 

avec la condition que la transformation vaille, pour passer 
d'une frontière à l'autre. $, yj, ^ sont des fonctions infini- 
ment petites assujetties à cette seule condition.. 
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Alors 

I H- AI = r r fwJ dX d\ dL, 

J étant le jacobien 



iW) 





dY 


■ ai 
dZ 






âZ 






^ dZ 



W étant la fonction ^ + A® exprimée en X, Y, Z. 
On a 



Or, 



à^ dri àr. . . 



ç(ar,jK,*) = ?(X,Y,Z) + 5^+7i|j-H!:g 



et 



Donc 



^o(x, ^, ^) = A<p(X, Y, Z) +. . . = ^ AX -t- . . . . 



Enfin, on a 

'^~(oK)^dXdYdZ- 



(3) 



D'où la dérivée, en remarquant que $, yj, 2^ contiennent Aa 
en facteur. 



Représentons lim (^) par $', etc. Non 



S avons une inté- 



grale- étendue au volume W et une intégrale étendue à son 
contour S : 






<4) 



w 



cosx -h Tj' cos p H- C cosy) d(j. 
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Il était clair que seules les valeurs de Ç', V» C' sur S 
interviendraient. 

(Nous avons repris la notation x^ y^ z au lieu de X, 
Y, Z.) 

Nous aurons à faire de cette formule Tusage suivant : 

W sera le cône 

Rî=(5_^o)^-(a:-a:o)«-(r-^o)»=o 
et 

F 
^=R 

(F étant régulier) ; il se présente encore une partie 
finie (*). 



VI. Sun UN PUOBLEME FONCTIONNEL DE M. GoURSAT. 

Soient tz(x)j défini dans V intervalle o — a, dérivabte, 
et a une constante; déterminer cp tel que 

D'abord on doit avoir 7î(o) = o, puis remplaçons x par 
-9-19 •••'—» ••' (on peut supposer a > i); nous avons 



00 



Si la série. converge dans un intervalle fini o — 6, même 
très petit, elle converge dans l'iniervalle o — a, — finissant 
par être moindre que 6. 

Nous avons un cas, très général, de convergence. Si, 
dans l'intervalle o — 6, on a 

(Ç) \T.(a;)\<Kx\'' (K>o, îx>o), 

(^) Celle nolion a élé inlroduile simuUanément pat* M. Hadamard 
{Congrès de Math,, 1904) et par l'auleur, dans sa Thèse {Journ. de 
Math., 1904). 
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il y a convei^ence uniforme, car on aura 






Si la dérivée 1^(0:) est lipschilzienne, 

(C) \Ti\x)\<Y.,x, 

la série dérivée est aussi uniformément convergente dans 
l'intervalle o — a : 

'■<'>-i,^"'(5)- ii"'(.^)|<^- 

On a, de suite, des majorantes. 

Remarquons que (C) entraîne (C) avec iJi= i, d'où 

l?(-)l<K-(i-i--.) = ^> 
|<p'(.)|<K..(±^±^...)=^ 

(E. GouRSAT, Ann. de la Fac, des Se. de Toulouse, 
2« série, t. VI). 



SOLUTION DU PROBLÈME DE CAUCHY 
ET DE PROBLÈMES ANALOGUES. 

I. — La méthodr de Riemann. 

Soit une équation linéaire du second ordre, à deux va- 
riablejs; cherchons, avec Riemann, la solution effective du 
problème de Cauchy : z et ses dérivées premières sont 
données sur une courbe jSy (ce qui ne fait que deux don- 
nées). 

Dans quel cas une seule donnée suffit-elle? 

Soient 

âxojr àx ày 
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et l'adjointe 



G(a) = 



CHAPITRE V. 






z et II étant des solutions, on a, pour un contour fermé û, 

Prenons le contour formé par les parallèles aux axes Ax', 
A.y et par l'arc BG, découpé sur la courbe ^y, et étudions 
cette intégrale. 

Fig. 19. 




Avec une équation en -r-j — -r-j, la cononnale est la 

symétrique de la normale. Donc ici la conormale devient 
symétrique de la tangente par rapport à Taxe des x : 



(5) 



dx dx 
"d^"^ di' 



dy __ dy 
dN~~dI' 



s étant le contour û, ou bien 



d d dx à dy 

dN "~ âx ds dy ds 



L'intégrale suivant BG donne 



Ji= / auzdy — buzdx-^ — / \z-r^ — u-^]ds, 
J^ -^ '^Jn \ dN dNj 



dz 



Supposons donc que z et -^ sont donnés sur BG. 

Sur les parallèles aux axes, nous avons les intégrales sui- 
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vanles, après une immédiate transformation : 

.B 






Si l^on peut déterminer w, annulant (2) et tel que 

bu = o sur AB, poury=j^07 

ou -T-p^ 

au = o sur AC, pour x = Xq, 

on voit que {uz)x est connu. 

Donc z est connu au point A(:ro,^o)j en fonction des 

valeurs de z et -7^ sur l'arc BC. 

dN ■ . . - 

L'emploi de la conormale rend intuitifce théorème : 

Si la courbe BC se compose de deux parallèles aux 
axes, il suffit de donner sur BC la valeur de z, car celle 

dz 
de -7^ en résulte immédiatement. 

Ainsi, le problème de Riemann est ramené à celui-ci : 

Trou{>er une intégrale «(^ojJKoî ^^ y) ^^ V ad- 
jointe (2), connaissant ses valeurs : 

f bdx 

e^'^ sur AB, 






e*'^» sur AG, 

a = I au point A, 

et l'on a alors ' ' 

(aiî)B-+-(w2)c , 
zk = J 1 



Admettons donc, pour l'inslant, qu'il existe une' fonc- 
tion de Riemann. Nous avons {voir G. Darboux, Théorie 
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des surfaces, t. II) 

^\= Jlî 

3i = I auzdy — buz dx -\ — / \ z-r^ — w-rrr I ds, 
* J„ -^ ij^, \ dN dNj 

Supposons que le contour BC se compose de deux paral- 
lèles aux axes, BD et DG. 

Faisons sur ces droites les mêmes intégrations que sur AB 
et CA; il vient 

.c 



Ji = 



{uz)c—(uz)^ 



(uz)it'-(uz)c 






t 






>K={uz)^+f^ -u(az+^)dy+£ u(^bz -^ '£) d^. 



Si maintenant nous posions 



^^ 

bz -h -T- = o sur DG, 
dx 

dz 

j az H- -r- = o sur BD, 

^ z = \ au point D(iFi, j^i), 

ce qui reviendrait à regarder z comme l'adjointe de u (au 
lieu de u comme adjointe de 5), nous aurions 

ou, pour préciser, 
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Donc nous pouvons échanger uel z^k condition d'échan- 
ger les rôles de a:, y et a:©, yo : 

w(a?o, J^oî ^1 y) est solution de l'adjointe; 

u{x, y; Xoj yo) est solution de la primitive équation. 

La /onction de Riemann (^), sous ce rapport, est ana- 
logue à la fonction de Green. 

Nous le vérifions de suite sur un exemple. L'équation, 
identique ù son adjointe 

s = oiz (a = const. ), 
admet la solution 

dans laquelle 

La symétrie est évidente. 

Si nous obtenons une fonction de Riemann, continue, 
nous prouverons aisément: i" que la solution vérifie l'équa- 
tion; 2^ que, si Ton s'approche de la frontière portant les 
données, il y a continuité entre la solution et la donnée. 
Nous aurons fait la synthèse de la solution. 

Nous parvenons à ce but par les approximations suc- 
cessives de M. Picard. 



IL — Les approximations successives de M. Picard. 

Nous posons d'abord le problème de trouver l'intégrale 
d'une équation linéaire hyperbolique étant données ses 
valeurs sur des parallèles aux axes, PQ, PR. Nous com- 



(*) Voir, sur ces questions ; Uirmann, Œuvres, cl Uikmann-Webkr, 
Partielle Differentialgleichungen, — P. du Bois-Ueymond, Journal de 
Crelle, t. 104. — G. Darboux, Leçons, t. II. (Nous suivons son exposi- 
tion.) 
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mencerons par le cas simple de l'équalion 

^^'dFôy =°^^"^/(^»^) (a = const.). 

Représenlons par z" la dérivée seconde et considérons 

Fig. 20. 

A 



i^^ 



(«o/Yo) 



une série de fonctions 5o, ^«, ^o? ... définies par la chaîne 
d'équations 

z%^azi,. y toutes ces fonctions étant nulles sur PQ et QR. 



Représentons par p^ l'aire du rectangle de sommet A 
s'appuyant sur RPQ, par p/ l'aire du rectangle de sommet 

Fig. 21. 



î 


R 








•h 


^(^.y,.\ 




4A 


^^^ 


c 




P 


C' r"-^, 





-■ 




i X 



(5>'0)> fi^iy) ^tant fini et continu, quel que soit (5-.^) 
dans Pc on a, N étant un nombre assignable, 

l^o(5,^)I<N, ô: 
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d'où 

l«i(^o,ro)l<«N il dxdy <aNa?o>'o; 

de même 

l^t(î.l)l<«N$ii, 
d'où 

> 

|^„(^.,ro)l<«''Ng^. 

La série 2j^'«('^0'c/o) converge donc absolument et uni- 
formément, quelque grands que soient les segments fixes 
PQ, PR. 

Il en est de même de la série ^ - — -^ puisque 



Donc on peut écrire 

Donc \^3„ = 2 intégrale cherchée, nulle sur RPQ. 
Si Ton donnait la valeur de z sur PQ = F(:r) et sur 
PR =: G(jk)) l'intégrale cherchée serait 

2^«+F(a:)-4-G(.r)-§, 
p=F(P) = G(P). 

Supposons, maintenant, que pour la même équation on 

donne z et ^ sur un arc de courbe RBCQ coupé toujours 

en un seul point par une parallèle aux axes. 

Appelons X| l'abscisse du point fixe R extrémité de l'arc 
donné et Y| l'ordonnée du point fixe Q. Soient f (^) la 

D'A. II 
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dz 



valeur donnée de y- sur la courbe, ^{y) la valeur donnée 



j àz 
de ^— • 
ôy 

Posons 

F(a:)= \ cp(a:)fl?a7 et G(y)= f ^iy)dy. 

La fonclion F(x) + G(y) est une première partie de la 
solution. C'est une fonction qui, ainsi que ses premières 
dérivées, prend les valeurs données sur RQ. Nous avons 
alors à trouver une fonclion nulle sur RQ. Il suffit, pour 
cela, décrire le même système d'équations, en faisant les 
quadratures, non plus dans les rectangles p/ mais dans les 
triangles correspondants, formés par RQ et les parallèles 
aux axes issues de (Ç, r{). 

Pour prouver la convergence absolue et uniforme de la 
série de fonctions obtenue, il suffit de majorer de la 
manière suivante : 

On remplace la fonction par une limite supérieure de 
son module et Ton augmente Taire de quadrature en rempla- 
çant le triangle de sommet (i,'3rj) par le rectangle p,- de 
même sommet. 

On passe alors à l'équation 

5 =. ap -\- bq -\- cz -\- f{x^ y) 

(Note de M. Picard dans le Tome IV des Leçons de M, Dar- 
boux). Il est extrêmement intéressant de noter que des dif- 
ficultés plus grandes se présentent pour l'équation non 
linéaire. 

Pour le cas précédent, la méthode primitive de M. Picard 
{Journ, de Math,, 1890), méthode directe, conduisait 
à prendre des domaines assez petits. 

On restait dans un rectangle de base a, de hauteur ^ et 
l'on avait 



\z,\<yia% 



dx 



<IVlfi, 



dzi 



<Ma. 
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Soient A, B, C les maxima des a, 6, c dans ce rectangle 

Il fallait avoir 

Ap-i-Ba-hGap<i. 

Le rectangle devait être, donc, assez petit. 
C'est ce qui arrive pour Téquation 

Nous avons la chaîne 

z\ = ¥{x,y, Zq, /?o, ^o) = Fo, 



Chaque solution prend la valeur donnée au contour, ou 
bien, par un changement de fonction, qui modifie F, on a 
ramené ces données à zéro; peu importe, car on passe de là 
à la chaîne équivalente 

Z\ = G, 

^"i = Fo, 

p'; = F,-Fo, 



ç.;=F„_,-F«_,. 

((;„= Zfi — Zn^i, donc les données sont nulles.) 

Si la fonction F, relativement à Zj p, q satisfait à la condi- 
tion Cauchj-Lipschitz, on prouve la convergence dans un 
rectangle assez petit. Ici le mode de convergence est 

^x'>, \x\<\. 
Précédemment c'était > -r— ? | x \ quelconque. 
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M. Picard passe ensuite an cas où l'on donne z : 

I® Sur l'axe Ox; 2® sur la bissectrice y=zx. 

Par un changement de variables, on passe au cas où z 

est donné : 1° sur l'axe Ox; 2° sur une courbe située dans 

le premier quadrant. 

III. — Nouvelles applications des approximations 

SUCCESSIVES. 

Montrons une très notable extension des méthodes de 
M. Picard, due à M. Goursat. 

M. Goursat pose d'abord ce problème : 

1. Problême de M, Goursat. — Trouver une solution 

de 

s = /(^, y), 

nulle sur les droites 

y = x, y = ix (a> i). 

Écrivons la solution générale 

F(^,/)-+-?(a7)-+-^^(>) 
ou 

l du f f{u,v)dv -^^{x)'\-^{y)\ 

cp et t}», arbitraires, seront déterminés par 

F(iF, a:)H-cp(a:)-M|^(a7)= o, F(a?, aa?) -h<p(a?) -h '^{o.x) = o, 

'^{oLx) — '^{x) = F (a?, x) — ¥{x,(Lx) = ir(^). 

Nous sommes ramené à un problème résolu, car on a 

izix) = (i - aL)x¥'y{x, Car) • (i< Ç < a), 

d'où 

|7r(a7)|<M(a-i)a?S 

d'après les relations immédiates 

|F|<M^r, IFiKMj., |f;.|<m^. 
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Nous avons 



i65 



^^^^=t^{^y 



\^(xy\<Mx^ 



rx — I 






De même 



<p(aa7) — çp{ir) = F(a7, otar) — F(aa7, %x) = 71,(37), 

11,(37) = (i — a)a?Fi(î, 57, aa?) (i<îi<a), 

|Tri(a7)| <M(a — !)iF(aa?), 

Fig. 22. 




d'où 



l?(^)l< 



Marr» 



Finalement on a, pour la solution z, 

. , K . ». Ma:r- M V* 

\ \ -^ j f \^ j i-ha i-ha 

Etudions les dérivées, en posant 

dx ' dy 

'k'{x) = X (a?, 37) -h Y (37, 37) — X(37,aa?)— aY(37, aar) 

= X(37,37) — X(37, a37)-|- ¥(37,3:) — Y (37, a 37) -h (^ I — a) Y (37, a 3?). 
1° |X(3r, 37) — X(37, a37)|<M(a — 1)37, 

X contenant le signe / c'est immédiat. 

7* 1(1 — a)Y(37, aar)! < M (a — 1)37. 
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3** Supposons la fonction / lipschil.zienne, c'est-à-dire 

l/(^',y)-/(^,r)l<H|^'-^l + K|y-^'l, 

on a 

Y(x,ax) — \(x,x)=f \/(u,oix)-f{u,x)]du, 

le module est donc moindre que R(a — i)x^. 
D'où 

I 7c'(a7) I < 2M(a — I) r H- K(a — i)a:2. 
Or 



d'où 



n'^--LH^.} 



l'Kr)l<— 4-H 



J^^(^.r) 



a -+- 1 a^ -h a H- I 



De même 



|'ir'i(a7)| < 2Ma(a — i)iF -i- Ha(a — i)ar2, 



i?'(^)i< 



5^^^^'-^) 



a H- I a* -4- a H- I 

<My-h\^'(x)l 



2. Nous pouvons maintenant intégrer 

dans le premier quadrant , f étant continu au voisinage 
dex=zy=zz = p=^q=^o^si Von a 

I /(a^i y. z'y p\ q') — /(^, y, ^yp,g)\ 

z étant nul pour y = x e\ y = olx. 
Soit Zo= o, 

*«= •J^^n = f{^, y, Zn-U Pn-U qn-l)y 



Digiti 



izedby Google 



ÉQUATIONS DES TYPES HYPERBOLIQUE ET PARABOLIQUE. 167 

M étant une limite supérieure de /lorsqu'on a 

d'après ce qui précède, 

I zn\ < MArS \pn\<MBr, \qn\< MCr, 

ceci en tout point du domaine défini par r; A, B, C dépen- 
dent de a seul. 
Si la série 

converge, elle représentera lim^;,, 

.^^{Zn-Zn^,)=/{x,y, Zn-i . . .) 

— /( ^» 7j ^n-i . . . ) = fn-l — fn-%' 

Si, dans le domaine, on a 

\Zn-^- Zn-t 1< T, I pn-i - Pn-1 |< T, | ^«-1 - qn-t \ < T, 

il vient 

|/«-i-/«-2|<(H-+-K-+.L)T, 
i^«-^n-, |<A(H + K + L)TrS 
\pn'-pn-x 1< B(H -+- K 4. L)Tr, 

Ceci fixera r. Nous le prendrons tel que ces trois seconds 
membres soient moindres que )vT, 

X<i. 

Soit alors N le plus grand des trois nombres 
MAr«, MBr, MGr. 

Nous avons, en somme, 

et les mêmes relations pour \pn — pn-\ |, \qn — qn-\ |« 
Donc 2„, pni g II ont des limites pour n = oo. 
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Puis 



â^ 



(Zn — Zn-t) 



<(H-hKH-L)NX"-î. 



Donc Sfi a aussi une limite 

Liin^,j(iF, y) = a>(ar, y) solution cherchée. 

La solution est unique (voir le Mémoire de M. Goursat). 

3. Extensions, — Intégrale déterminée par 

z =• f^{x) sur la droite y = mx (m>o), 

^ = (pi(a.-) » y =^ mxX (mi>o). 

Soit m, >> m, posons 



mx = X , 



^ = Z -t-ç 



m — mi 



-Oj/Z \ _cp(o), 



Z satisfait à une équation de même forme et s'annule 



pour j=^', y= —X, 



4. Intégrale nulle pour y = x^ y = cl)(^), la courbe w(j7) 

Fig. 23. 

A 




ajant la forme de OMA. 

M. Goursat résout, pour cela, le problème fonctionnel 

<p[w(ar)] — cp(a7) = 7r(a7), 
o) et ir sont donnés, 'f est l'inconnue. 
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5. On donne 

z-=F(x) pour y = X, 
z=4>(a7) pour y = tti(x). 

Nous prenons u tel que = o avec ces conditions, et 

nous posons 

5 = Z -f- M. 

6. Intégrale nulle pour y = co(j?), y = (o< (x). 

Fig. 24. 




Nous ramenons au deuxième cas, en posant 
(1)1(37) = X. 

Et nous passons enfin au cas de données non nulles, pour 3, 
sur ces deux arcs situés dans le premier quadrant. 

7. Il faut bien remarquer que si les données sont portées 




par les courbes OP, OQ, situées dans deux quadrants dif- 
férents, on devra donner les données z, ^ sur l'une, 

soitOP; la donnée z seule sur l'autre, soitOQ; caria pre- 
mière donnée détermine z sur Oy. 
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Alors dans le second quadrant, z est connu sur Oy 
et 0Q(*). On voit que nous avons résolu ici un problème 
autre que celui de Cauchy. Mais Cauchy avait ouvert la 
voie, par ses théorèmes généraux d'existence. 



IV. — L'équation des ondes génébalisée. 

Prenons l'équation des ondes, à caractéristiques réelles, 
à 3 ou 4 variables. 

Après les travaux classiques de Poisson et Kirchhof, 
M. V. Volterra s'est nettement placé au point de vue de la 
méthode de Green-Riemann et il a obtenu une belle 
solution, qui a été complétée ensuite. 

1. Equation à trois variables 
d^ d^ d^ 

^("> = 5^ + ^-5?" = ^(•'' •^' ^)- 

La conormale N est la symétrique de la normale exté- 
rieure /i, par rapport au plan horizontal, et l'on a 

(G)jr[.A(V)-VA(«)]^.=^(„§_V^)rf.. 
(Intégrale de volume.) (Intégrale sur le contour. ) 

C'est immédiat, sauf qu'on n'avait pas remarqué autre- 
fois que le second membre contient des dérivées véri- 
tables. 

La surface S porte les données, m, -3^; nous la coupons 



(*) E. Picard, BulL des Sciences math., 1899; Soc, math, de France, 
1894. — E. GouRSAT, Ann. Fac. de Toulouse, 2* syie, t. V et VI. — 
J. Hadamard, Soc. math, de France, t. XXVIII, XXXI, XXXII. Pour ce 
type de problèmes, M. Picard a résolu une nouvelle équation intégrale. 
Voir les Comptes rendus, 'Qo?» 
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par un cône caractéristique A, 

et nous cherchons à obtenir la valeur de m, au sommet. 

Il nous faut une adjointe V (ici l'adjointe est identique 
à l'équation) qui soit nulle sur le cône A, de sommet A. 



2:-\ 




Nous sommes alors certain que, sur A, on a 
d\ 

En plus, V(^, y, 2) sera infinie sur l'axe vertical Kz'. 
Dans ces conditions, si l'on applique la formule fonda- 
mentale au volume marqué par des hachures, si u et ^ 

sont donnés sur S, la formule se réduira à une intégrale 
simple étendue de A en P égalée à un terme connu. 

Une inversion donnera m intégrale de A( m) = F(^,y, z). 
Montrons-le. 

2. Soii A : (^Q,yo, ^0), soient 



Z'=^Z — Zq, 



soit 



^ = ^ — ^70, r=r — ro, 



:-i>.. 
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Cherchons une fonction V = <p(ô). On a 
V est bien nulle sur le cône A, c|ui a pour équation 



z __ 
r 



Soit /== e l'équation du cylindre vertical F, de rayon 
très petit. La formule (G) donne 



///vP(,„..,.,.//(„S-v-).„. 



(W) (S-f-T) 

Or 



(F) (F, 



D'après un raisonnement constant, on peut faire éva- 
nouir e et cette intégrale donnera donc zéro. 



Il reste l'intégrale 



■=//"(-s)-. 



(F) 

a w = — ^ r da dz. 

^^ r>/{z — z^)^—r'- 

1 est indépendant de r = s. Faisons tendre e vers zéro et 
nous avons 

,2U 



Pos 



da I u{xii^ yo-, z) dz. 



Nous avons 
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3. Si la surface S n'est coupée qu'en un point par tout 
cône caractéristique ayant son sommet sur S, on vérifie 
bien : i" que A(m) = o; 2** que u et ses dérivées prennent 
les valeurs données à la frontière {^Synthèse, faite par l'au- 
teur). M. Hadamard a étudié l'équation analogue où les 
coefficients des dérivées secondes ne sont plus constants, 
MM. Tedone et Coulon ont fait diverses extensions très 
importantes de la méthode de M. Volterra (*). Celui-ci 
avait été précédé, à un point de vue différent, par Poisson, 
Rirchhof, Beltrami. 

La direction conormale, nous l'avons dit, donne immé- 
diatement celles des surfaces S sur lesquelles la donnée de u 
est seule nécessaire et suffisante. L'emploi des partie- finie 
permet d'intégrer l'équation plus générale, où le second 
membre contient des dérivées premières. C'est une nou- 
velle application des approximations successives, 

4. Équation à quatre variables : 

^, ^ d^u d^u à^u à'U ^, 

Le point de départ est identique. 

Ici 

^^ r-£o _^^ '''=(^ — ^o)^-+-(r-ro)'H-('î-'5o)2; 



Donc u(xQ^yQ^ Zq^ tçf) s'obtient par deux dérivations 
en tQ. 



(') V. Volterra, Acta mathematica, 1894. — O. Tedone, Annali di 
Matemalica, 1898. — J. Coulon, Thèse, 1902 (Hermann ). — J. Hadamard, 
Leçons, 1908 (Hermann); Ann. Ec. norm., 1905. — R. d'Adhémar, 
Comptes rendus, 1901 et 1902; Journ. de M, Jordan, 1904 et 1906; 
Rendiconli del Cire, di Palermo, 1905. — T. Levi-Civita, Nuovo 
Cimento, 1897. 
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Mais, en les effectuant, on s'aperçoit : i** qu'il ne se pré- 
sente pas àe partie-finie; 2,^ que le résultat ne contient que 

les données m, -j- sur le bord de V hypers urf ace, sur Tin- 

lersection de la surface des données ^{Xy y^ z, t) = o avec 
le cône / — tQ = r. 

C'est un nouvel avertissement de la nécessité pressante 
de bien étudier les cas d^ applicabilité intégrale du théo- 
rème de Cauchj. 

L'étude des équations (B) est plus simple que celle des 
équations (A) (principe de Huygens). 



V. — Extension de la méthode de Riemann a des 

ÉQUATIONS d'ordre QUELCONQUE, A CARACTÉRISTIQUES 
RÉELLES. 

M. Holmgren (*) a fait une très belle application de la 
méthode de Riemann. Soit une équation du troisième 

Fig. 27. 




ordre dont les trois caractéristiques sont réelles et rame- 
nées, par un changement de variables, à être, à l'origine 

dx = 0, dy = o, dy = a{x, y) dx. 

\ -H bx\P\\-\- boipoi-^ Ciopio-h Coi/?oiH- dz = o. 

(^) Arkiv for Matematik, Stockholm, 1904. 
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L'adjointe est 

f H r^oîM — -7— CioW— -r— Coi M-Haw =0. 

' cfy* OT oy 

^ '^ ^ ^ ' àot dy Ox ôy 

â'-u 0^ â , d , 

Hi= -—-7- -+- T^«W-- T-C>20W — 3-^11" -HCioM, 

Il <^" t i^ ^ t 

H,=— hOioUy Kj = — -7— aw-+- 605W, 

cr^ ox 

(dz dz\ [à âu\ , 

\dx ày J \ôy ôx J 

Soit une courbe rencontrée en un seul point par chaque 
caractéristique OA, OB, 0(^. Pour tout contour fermé, 
on a 

d'après (3), z satisfaisant à (i) et m à (2). 
Le contour OCAO donne : 



^4) 



r Mdy-hPo~PA-h r = o. 



Le contour OBGO donne 



(5) ç — Nû?a7-h r = o. 

*A) *^co 

Si Von peut avoir M nul sur OA, N nul sur OB et 5/ les 
intégrales suivant OC et GO se détruisent^ (4) et (5) 
donnent : 
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Si, sur AB, sont donnés z et ses dérivés d'ordre 1 et 2, 
Po est connu. 

Or ceci nous donne une équation du premier ordre 

^ -^a{xo.y,)^^-zfixo,yo) = Po, 

Z étant connu sur BA. 

Le problème sera résolu. Étudions ceci : 

I. Ha = o pour X = Xq, 

Ceci donne u{xQ^y) par une quadrature. 

II. H| = o pour a? = 5^0) équation différentielle linéaire 
d'ordre i en -r — • 

OXq 

Donc nous pouvons annuler M. De même pour N. 

III. Il nous faut étudier l'intégrale u de (2), avec ces 
données imposées : 

au r^^ 

u et - — sur OB, 

QXq 

àu ^^ 

u et -T — sur OA. 

Lemme de m. Holmgren. — Avec ces données, il existe 
une intégrale continue ainsi que ses dérivées premières 
dans l'angle AOB; les dérivées secondes seront discon- 
tinues sur la caractéristique OC. 

Prenons le cas simple 

( ^ \ a^\ ^^ u = o 
\dx dy ) ôx dy 

OU 

d^ u 

V est connu sur Ox^ OC est caractéristique pour l'équa- 
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tîon (y). Donc, dans la région GOB, nous avons une solu- 
tion ifi de (y) ; t» est aussi connu sur Oy ; donc, dans la région 
AOC, nous avons une solution Ç2 de (y). 

Sur OC, f^i = const. et V2 = oonst. 

En effet, soit 

à = é "^^l^ (dérivée en x, sur OC); 



on a 



-.,=0 = -... 



Donc t^, solution de (y), égale à ç^i dans une région, à 
^2 dans l'autre, est discontinu. 
Intégrons alors (^) 

(f et ^ sont déterminés par les données; w? t-' ;p sont con- 
tinus, mais , == vi^x^y) est discontinu. 

C'est le lemme de M. Holmgren. 

Pour le cas général, on mettrait un deuxième membre 

/(^,y), dans (a) et (y). 

Puis on ferait des approximations successives. 
Nous admettons donc que (2) soit intégré. 

IV. Il reste à étudier les intégrales suivant OC qui a 
pour équation dy = a dx. 

Dans f M -f- j^ ) les dérivées secondes disparaissent. 

Donc cette partie de l'intégrale totale est nulle. 
N contient le terme 



d_ /du 



dx \dx 
dx 



du\ _ à_/du\^ 
'^dyj ~ dx\dx)' 



or — est continu sur OC. Donc, cette partie, aussi, est 



nulle. 

D'A. 
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Le problème est achevé, sauf que la cjuestion d'approxi- 
mations, dans le cas général, est très délicate et qu'il 
faudra constamment, ou bien se placer dans le domaine 
analytique^ ou faire, sur toutes les dérivées des fonctions 
données, des hypothèses voisines de celle d'analjticité. 

'Remarque. 

M. Burgatti et M. E.-E. Levi (*) passent ensuite au cas 
général : équations à deux variables, d'ordre n, les n caracté- 
ristiques étant réelles et distinctes. 

11 faut remarquer que M. Delassus (^) avait résolu le 
problème de Cauchy, les caractéristiques réelles se rédui- 
sant à une ou deux distinctes, pour Féquation à deux 
variables, d'ordre n. 

De nombreux travaux devraient encore être mentionnés, 
en particulier ceux de MM. Le Roux (5), Bianchi (^), 
Nicoletti (s). 

Nous ne pouvions donner ici que des aperçus (^). 



PROBLÈME D'INVERSION D^ABEL. 
L'ÉQUATION INTÉGRALE DE M. VOLTERRA. 

On a, sur les équations aux dérivées partielles des types 
elliptique ou hyperbolique, des résultats très considé- 
rables, de sorte que certains sont déjà devenus classiques. 

Il n'en est pas de même pour le type parabolique. 



(*) Ace. dei Lincei, nov. 1906, et mars 1908. 

(') Thèse {Ann. de VEc. Norm., 1895). 

(*) Thèse {Ann. de l'Ec. Norm., 1894). — Journal de M. Jordan, 
^898, 1900, 1903. 

(*) Ace. dei Lincei, 1895, et Leçons sur la Géométrie. 

(*) Ace, dei Lincei, 1895. — Mem. Ace. di Napoli, 1896. 

(®) Voir : Les équations à caractéristiques réelles (collection Scien- 
t/a), 1907. — I. Bendixson, Arkiv for Matematik, Bd. 111. — A. Myller, 
Société des Sciences de Bucarest, 1908. 
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On s'en rendra compte en lisant la Leçon de M. Vol- 
terra (*), où il fait une synthèse originale des principaux 
résultats acquis touchant Téquation 

â^u du ., . 

IVIais il est très remarquable de voir que les équations 
intégrales paraissent devoir jouer, ici aussi, un rôle très 
considérable. (E. Holmgren, Arkiv for Maternât ik, 1906 
et 1907. — Voir aussi Eugenio-Elia Levi,-4cc. dei Lincei, 

1907-) 
Nous dirons donc un mol de V équation de M. Vol- 

terra (2) et du beau problème dHnversion résolu par Abel, 

qui fut, là aussi, un grand précurseur. 

PROBLÈME D^ INVERSION D^ÀBEL. 

1. Faisons une remarque, due à Dirichlet, sur une inté- 
grale double étendue à Taire d'un triangle formé par Oy, 
la première bissectrice, y=i x^ enfin par une parallèle 
à Ox^ y = ct' 

Intégrons par tranches horizontales, puis par tranches 
verticales, nous avons 

f dy f ¥(x,y)dx^f dx f F{x,y)dy. 

2. Cela posé, voici l'énoncé du problème d'Abel : 

/ est l'inconnue, g est donnée, et l'on a o < /i < i 
pour que l'intégrale ait un sens. Il faut avoir 



(*) V. V^OLTERRA, Leçons faites à Stockholm en 1906. — Poisson, 
Théorie de la chaleur, i835. — P. Appell, Journ. de Math., 1892. 
(En particulier, dans ce beau Mémoire, sont retrouvés des théorèmes 
d'Hermité sur des polynômes spéciaux.) 

(') Ace, di TorinOy 1896; Ace, dei Lincei, Rom a, 1896. 
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La solution est aujourd'hui classique; on effectue sur les 
deux membres Topération 



r" dy 



avec la remarque de Dirichlet. Grâce à la nature de la 
fonction F, on obtient de suite, k étant une constante, 

3. Le problème est résolu. On doit remarquer qu'on a à 
dériver une intégrale à élément infini et que, par suite, le 
résultat est immédiat par l'emploi de la notion de partie 
finie. Nous représenterons la partie finie d'une intégrale 
infinie par | . 



da 



j: 


^^J'haia- 


I 

-y)'- 


r,dy 


-s: 


^^y^yia- 


I 

-yy- 


T-„dy 



r ^(r) 1" ■ f g'{y)dy 
a^-" X i^-yy-"" 

La solution n'est régulière, à l'origine, que si g est nul 
en ce point. 

l'équation intégrale de m. volterra. 

1. Il y a deux équations intégrales fondamentales : /est 
l'inconnue, F et ^ sont donnés : 

(El) f{x)^\ f ¥{x,y)f{y)dy = g{x) (M. Fredholm), 
(E,) f{x)-^\ f V{x,y)f{y)dy = g(x) (M. Volterra). 
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La seconde se résout par des approximations successives : 

/o(a?)-ho =<§'(^), 

fxix)-^! f ¥(x,y) My)dy^g{x\ 



'/n(^)-4-X rF(x,jr)fn-dy)dy = g(x). 

Si les fonctions F et ^ sont bornées, les approximations 
convergent, quel que soit X, et la solution est unique^ 

La même méthode ne réussirait, pour la première équa- 
tion, que pour des valeurs assez petites de X. Gomme 
d'ailleurs M. Fredholm a montré (|ue la solution est méro- 
morphe par rapport à X, on obtient, par les approxima- 
tions, une sorte de limite inférieure du module du pôle Xo 
le plus voisin de l'origine. 

2. M. Picard a mis en évidence que les approximations 
successives simplifient les beaux travaux de M. Volterra. 
Suivons ce mode d'exposition. 

Dans (E2) on posera 

f{x) =fo{x) -^ iMx) -h \^Ux) +. . ., 

d'où 

/o=^, Mx)=^f ¥{x,y)fp.,{y)dy. 

Si l'on a 

|^(:r)|<M, \¥{x,y)\<N, 

on a de suite 



IA(^)I<M- 



\L 



d'où la convergence, quels que soient M, N, X. 

Il y a aussi unicité de solution, car, soit h{x) une solu- 
tions/lie de 

h{x)^\f F{x,y)h(y)dy = o; 
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nous avons donc 
d'où 

\h(x)\<\l\ f NPdjr=\\\NPx, 

OU bien 

\h(r)\<\\\NPr. 

Revenons à Téq nation par itération, d'où 



En général, 



1 



lA(.)|<plA^^ 

quelque grand que soit />, d'où 

h(x) = o. 

3. On peut étendre ce résultat. Supposons que fa fonc- 
tion F déifient infinie, mais est intégrable. On a l'équa- 
tion . 

/(:>') + \( ^y_-^),. =^(.r) (o<n<i). 

Les approximations reviennent à poser 



/o(r) = ^(r). 






On posera 
et l'on trouvera, M étant une limite supérieure du module 
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( l/i(r)l<Mô^i-«, 

) l/î(r)l<M(6r*-")'i 

I l/3(^)l<M(ôj..«-«)», 



La convergence est assurée si l'on a 

Donc, si j^ est assez petit, il y a une solution et elle est 
unique. (Même raisonnement par itération.) 

A. Il faut mentionner que le point de départ de M. Vol- 
lerra a été, non point l'équation (E2), mais bien celle-ci : 

(V,) f G(x,y)f{x)dx = g{y), 

Par dérivation enj^, on retombe sur (Ej) si 0{y^y) ne 
s'annule pas (*). 

5. Passons à un cas plus général : 

(V,) |\-^/(.)^ = <p(^). 

Une intégration, suivie de dérivation, ramène encore à 
(Ea), comme l'a montré M. Volterra. 

C'est très simple pour le cas, très général, où Ton a 

m 



(*) Si cette fonction s'annule, il faut, pour l'étude de ce problème, se 
reporter aux travaux suivants : V. Volterra, Annali di Matematica, 
1897. — E. HoLMOREN, Soc. royaU des Sciences d'Upsal, ig^o. — 
T. Lalesgo, Thèse {Journ. de M. Jordan, 1908). Ce Mémoire est 
extrêmement intéressant. — Voir aussi une courte Note de Fauteur, Con- 
grès de Rome, 1908. Notons que, dans sa Thèse, en 1894^ M. Le Roux 
avait abordé ce genre de problèmes. 
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On emploie l'artifice d'Abel (*) : inlégralion avec la 
remarque de Dirichlet, 

2f hp{x)f{x) dx r 7 ^^/-^^/-^ = fonct. connue. 

Posanty — a: = t(a — a?), nous remplaçons la variable^ 
par t et nous intégrons, d*où 

C'est une équation (Vj). 

Elle se ramène à (E^) si la fonction 

^Gp(a,a)hp(a) 

ne s'annule pas. 

Or, cette fonction est, à un facteur constant près, 

^gp(a) hp{a) = ma, a). 
Donc, discussion encore si H(x^x) s^ annule. 



(^) M. Picard donne une autre solution, pour le cas où H(a, a) ne 
s^anoule pas, dans les Comptes rendus en 1904. M. Burgatti a résolu 
un problème plus général {Ace, dei Lincei, igoS). 

On passe assez facilement au cas non linéaire (Lalesco), tandis qu'il 
n*en va pas de même pour l'équation de Fredholm. 
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ÉNONCÉS DE PROBLÈMES. 



i. On donne l'équation 

x'^-y" — IX y — 4^ = a? sin 07 -t- ( a -h ôa7*)cosa?. 

Ëlabiir, entre les constantes a, 6, une relation telle que 
l'intégrale soit une fonction uniforme. 

2. F (a?) étant holomorphe au voisinage de l'origine, 
trouver une solution, holomorphe autour de l'origine, 
pour l'équation 

ar*y-h "^xy' -^y = F(ar). 

3. On donne 

X et Xj sont fonctions de x seul, holomorphes à l'origine, 
et pour |a:| <C a, on a 

jXKM, |X,|<M. 

Dans quels champs, pour a? et pourj^, peut-on affirmer 
l'existence d'une solution holomorphe? 

4. Étudier de même 



y = 



x^^y^-^ 3' 



;r et^ restant dans des cercles de rayon i, etde centres a: q, 
J^oî ^0 et ^0 étant réels. 
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5. Soit 

une équation différentielle où ^ et ^ sont des fonctions de 
la variable j?. On demande de trouver la relation qui doit 
exister entre ces coefficients p el q pour que Téquation (i) 
admette deux intégrales linéairement distinctes y^ et y^ 
liées par la relation 

^^1^1 = 1. 

Examiner le cas où, l'on a 

I 

Trouver le coefficient q et l'intégrale générale. 

6. Soit l'équation linéaire 

d-y dy 

dont y^ et y^ représentent deux intégrales distinctes. Le 
rapport 

dépend de trois constantes arbitraires, puisqu'on peut rem- 
placer yi et JK2 par des combinaisons linéaires. 11 satisfait 
donc à une équation du troisième ordre. 

Former cette équation? 

On a quatre relations homogènes en y^^ y^j -j^y ■^• 

Doù 

cU d^z o(d^^y 

dx dx^ \dx^J _ ^^ I ^5 dp 



21 



7. On donne 

dy—f{x,y)dx=^o. 
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Dans quel cas a-t*OD un facteur intégrant de la forme 

8. Trouver une courbe plane passant par l'origine O des 
coordonnées et telle qu'on ait, en tout point M, 

R étant le rayon de courbure, s l'arc OM , a une constante. 

9. Trouver une fonction analytique /(z)^ holomorphe 
à l'origine, nulle avec z, el dont la partie réelle est 

ûp(i — X* — y^) 



I — 2{x* — y^) -h (a:«-t-^r*)' 



10. Calculer / Pdx-hQdy le long d'un chemin AMB 

entourant l'origine. A a pour coordonnées i,o. B est le 
point X, Y, situé dans le premier quadrant. 

p _ x^(x^-^y^) — x*y 

{x^-hr*)' 

H. Déterminer les deux facteurs P(f) et Q(^) de telle 
façon que la fonction y^ représentée par la formule 

y = {x^a)J f(t)P(t)dt-^(x~b)J f(t)(l{t)dt, 
soit une intégale de l'équation différentielle 

pour toutes les formes possibles de la fonction f{x). 

12. Soient Rj et R2 les rayons de courbure principaux 
d'une surface de révolution S en un point M de cette sur- 
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face, R| désignant le rayon de courbure correspondaul au 
centre de courbure situé sur l'axe. On demande : 

1° De former Téquation différentielle à laquelle doit 

R 

satisfaire la méridienne de S pour que le rapport -^ soit 

égal à une fonction donnée de Tangle cp que fait avec Taxe 

le plan tangent au point M à la surface S; 

2" D'intégrer cette équation différentielle en supposaat 

qu'on a 

Ri m 

Rj "" cos^ ' 

m étant une conslante donnée. 
Cas où m = o, 

13. Intégrer le système suivant d'équations linéaires 
où X désigne une constante : 

^ — (X -h l)j^ — 23-1-2(1— X)a = o, 

Examiner en particulier les deux cas où l'on a X = o 
et X = 2. 

14. Étudier la courbe 

X = p cos cet — a cos p t^ 
^ = Psina^ -h a sin ^t, 

z = "^ sin !- t. 

a-h p 1 

Trouver le rayon de courbure, le rayon de torsion, le 
rayon de la sphère osculatrice. 

15. Calculer l'intégrale 

J = J[f{y)e'— my] dx -+- [/'{y)e^-^ m] dy 
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le long d'iiii chemin quelconque partant du point A sur Oy^ 
arrivant au point B sur Oy^ limitant avec l'axe Oy une 
aire de grandeur constante K. 

16. Étudier la surface 

X =z u^j y = uv^ z =^ v^-hiu. 

Le pian langent coupe la surface suivant deux coniques. 
Lignes de courbure. Lignes asymptotiques. 

il. Trouver une solution de 

(qy ^ zy— x^p -h yq^ = o 

contenant la droite 

y = z = IX. 

18. Trouver une solution de 

z = px -h qy -h a — 

contenant la courbe 

z = o, x^-\-y*-^ 3axy = 0; 

Lignes asymptotiques. 

19. Trouver une solution de 

X (x^ -h y* )p -^ 'i-y^^px -h qy — z) = o 
contenant la courbe 

20. Trouver les surfaces de la forme 

-m 

telles que la somme des projections sur O^ des deux 
rayons de courbure principaux varie proportionnellement 
au produit xy. 
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Lignes asymptotiques. 

21. Intégrer 

solution contenant la courbe 

22. Trouver les surfaces dont les plans y = const. con- 
tiennent des lignes de courbure et qui, dans le plan yOz, 
se raccordent avec la surface 



a?3 — 2a?* — y^-ir z^ — x — i = o. 



23. Intégrer 



px -^ qy = z — X. 



Trouver les lignes asyraptotiques des solutions. Dans 
quel cas les projections de ces lignes sur xOy sont-elles 
orthogonales? 

24. Intégrer 

xy^p -\- x^yq = z{x^-\-y'^). 

Dans quel cas les caractéristiques sont-elles lignes asymp- 
to tiques? 

Trouver, dans ce cas, les surfaces coupant orthogonale- 
ment les surfaces intégrales. 

25. On considère une sphère de rayon constant R dont 
le centre jjl décrit une hélice S tracée sur un cylindre de 
rayon r. 

On demande de déterminer Tarête de rebroussement de 
la surface enveloppe de cette sphère. On montrera qu'elle 
se compose de deux courbes distinctes S, S' jouissant des 
propriétés suivantes : 

!** La sphère mobile a constamment un contact du 
second ordre avec les courbes S et S'; 
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2^ Les langenles aux courbes S, S' aux poiats M et M' 
qui correspondent à un point [a de 2 sont perpendiculaires 
à la tangente en |jl à 2, et, respectivement aussi, aux droites 

3" La sphère de rayon R dont le centre décrit l'une ou 
l'autre des courbes S, S' a un contact du second ordre 
avec la courbe. 

Cas particulier où le rayon de la sphère mobile est celui 
de la sphère osculatrice à l'hélice. 

26. Une surface rapportée à trois axes rectangulaires est 
représentée par l'équation (x^ -h y^ -^ ^''^ — a^y=Sa^xy; 
on demande : 

1° De trouver les deux systèmes de lignes de courbure; 

a^ Pour un point arbitraire de la surface, de calculer les 
coordonnées des centres et les rayons de courbure princi- 
paux, qui correspondent à chacune des deux lignes de 
courbure passant par ce point; 

3' Si le point donné décrit une ligne de courbure, de 
démontrer que le centre de courbure correspondant est 
fixe; 

4** De déterminer le lieu de tous ces centres de courbure 
principaux. 

27. On demande de calculer la valeur de l'intégrale cur- 
viligne 



/ 



X dy — jr dx 



prise, dans le sens positif, le long d'un contour fermé C 
comprenant l'origine à sou intérieur; a, p, y, 8 sont quatre 
constantes, et Ton a 

ao — Py 7^ ^' 

28. Calculer l'intégrale double 

/ / ^^y^ /i — a?3 — y^ dx dy^ 
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étendue à la région du plan définie par les inégalités 

29. Sur une circonférence de rayon égal à n tracée 
dans le plan z et ayant l'origine comme centre, on prend 
nP points situés aux sommets d'un polygone régulier de 
nP côtés; l'un des sommets se trouve à l'intersection de la 
circonférence avec la partie positive de Taxe réel Ox. 

Former une fonction univoque et holomorphe admettant 
pour zéros tous les points ainsi construits pour les diverses 
valeurs entières de /i, de n = i k n =co. 

30. Soit une surface S, 

dz dz 

Exprimer x^ y^ z, /?, q^ en fonction de deux para- 
mètres a, p, de façon à vérifier les équations 



(l) 


dz — p dx — q dy = 0, 


(») 


z —px — qy = 3., 


(3) 


^ = P^, 


(4) 


/>-!-??=«(«. P), 


u est donné. 





Si -TT = o, et dans ce cas seulement, la surface est une 

courbe. 

Former, en a et p, l'équation différentielle des asympto- 
tiques. 

Lorsque u = AB + aB, -+- B2, A dépend de a seul ; B, B^ , 
B2 dépendent de ^ seul (les fonctions B sont données et A 
est arbitraire)^ la surface S vérifie une équation linéaire 

P, Q, R, sont fonctions de x^ y^ z. 

Quelles sont lès caractéristiques de cette équation? 
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31. Soient Ox^ Oy, Oz trois axes rectangulaires et une 
surface S dont le plan tangent en un point M coupe Ox 
en P et Oy en Q. 

Trouver les surfaces S telles que les triangles OMP, 
OMQ aient même aire. 

Soit Y une caractéristique de l'une des- équations obte- 
nues, autre que l'équation de certains cônes; on prend 
deux surfaces quelconques, lo ^t I^, coupées chacune en 
un seul point par une courbe y? et Ton prend un cyliudre 
de courbes y? découpant des aires correspondantes <To 
sur So et <t, sur S,, ce qui délermioe une surface fermée. 
Calculer l'intégrale, étendue à celle surface, 



1 rr/cosa . cos^N , 



A étant la distance d'un poiat à Ox^ B étant la distance 
d'un point à Oy, a et p les angles de ces axes avec la nor-- 
maie à la surface. 

32. Démontrer que la constante d'Euler a pour expres- 
sion 

On écrira - = / e"'^^ dx 

33. Intégrale générale de 

à^ z à^z à'^z __ 

dx^ àx^ dy^ ày'^ 

Voii' la théorie des caractéristiques, qui donne 

\dx dy) \dx dy) ~~ ' 



D'A. i3 



Digitized by 



Google 



194 CHAPITRE VI. 

d'où la chaîne d'opérations 



O^z 


àB$ 






H 


= O, 


'd^ 


ày 




d^i 


àOt 




1^ 


"¥ 


= 9,, 


d^x 


<J8, 


= 6t, 


Ix 


ày 


dz 


dz 


= 6,. 


dx 
on 


ày 



34. Étudier Téquation 

Y a-t-il une solution singulière? 
Cas particulier : f{x) = ax H- b. 

Note. — Rappelons que l'équation 

ne peut avoir une solution singulière que si y el y' satis- 
font £vi» système 

/=o, 

dx dy*^ 

Soit P(j7, jk) = o uoe telle courbe, c'est une singulière 

si -p n'est pas identiquement nul pour la valeur y de x^ 

tirée de P = o. 

Quand il n'y a pas de singulière, le résultant Q = o 

de y= o, -p7 = o, donne une courbe sur laquelle y ne 

satisfait pas à Téquation différentielle et cette courbe est, 
en général, un lieu de points de rebroussement des solu- 
tions F(^, y, C) = n de l'équation (G. Darboux, Bull, 
Sciences math,, 1878; E. Picard, Traité, t. III). 



Digitized by 



Google 



ÉNONCÉS DE PROBLÈMES. igS 

35. Y a-t-il une solulion singulière pour Téquation 

ax^y^-^ ixy{y — 2a)y — iy^{y — ia) = o. 

36. Etant donné dans un plan P un axe Oxj on demande 
de déterminer dans ce plan une courbe C, passant par le 
point O, telle que Taire engendrée par la rotation d'un 
arc OM de cette courbe autour de Ox soit dans un rapport 
constant K avec Taire engendrée par la rotation de la tan- 
gente MT autour du même axe. 

(Examiner en particulier le cas où K = -• j 

Sjir les équations linéaires. 

37. i" Rappel de deux formules. — Rappelons deux 
formules d'un emploi constant. La solution de 

/-+-P(a^)7-4-Q(a?) = o 

est 

-fpdxf r fpdx \ 
y -=1 e *^ \c— /Qe^ dx\. 

Si Ton connaît une solution y^ (x) de 



ia solution est 



= yx\a^bj iye J "^ dxj. 



2° Application. — Intégrer complètement les équa- 
tions différentielles des polynômes X„ de Legendre et des 
fonctions J„ de Bessel. 

38. On considère l'équation aux différentielles totales 

{[) dz = (Xz^-h iBz -^ C) dx -h (A,z^-i- ^Biz ^ Cl) dy, 

où A, B, C, A^, B<, G| sont des fonctions des deux variables 
indépendantes x et y. 

On demande de former les conditions auxquelles doivent 
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satisfaire les fonctions A, B, C, A^ B<, C<, pour que l'équa- 
tion soit complètement intégrable. 

Ces conditions étant supposées satisfaites, expliquer 
comment on achèvera l'intégration de cette équation, si 
l'on connaît une ou plusieurs intégrales particulières. 

Exem,ple, — Etant donnée une famille de courbes F, 
représentées dans un système d'axes rectangulaires, par les 
deux équations 

(T) x^ — 2^2= a, 5j* — 5x^z^-^ mx^z-'r ^z^= b^ 

si a et è sont des paramètres arbitraires et m, un coefficient 
constant, on demande de déterminer ce*coefficient m de 
façon que ces courbes F soient les trajectoires orthogonales 
d'une famille de surfaces, et de trouver cette famille de 
surfaces. 

39. Application de la fonction de Green, — 1** Trouver, 
sous forme d'intégrale double (la fonction de Green figu- 
rant sous le signe), la solution, nulle sur le contour, de 
l'équation 

5^ + ^=/(^'^)- 

2" Démontrer que, un point (^, b) s'approchant du 
conrour C, la solution u{a, b) tend vers la valeur donnée 
zéro. (C'est le seul point délicat.) 

40. Soit une courbe gîiuche C, dont les coordonnées a:, 
y^ z sont des fonctions données de l'arc s. 

En chaque point Ton considère une sphère de rayon 
donné, r (s)^ ayant son centre sur C. 

Trouver l'équation difiereniielle des lignes de courbure 
de Y enveloppe de ces sphères. 

Puis on prendra les cas suivants : 

I® La courbe C est plane; 

2" /' est constant; 
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3® r est proportionnel à z. 

{Voir le paragraphe « Hypergéométrie » de ce Livre; 
s'inspirer de ce qui est fait là. En particulier l'enveloppe 
sera définie par s et l'angle 6.) 

41. On considère les courbes gauches telles qu'on ait 

xdy — y dx =• ads^ 

a est une constante, s l'arc de courbe. 

Montrer que les normales principales de ces courbes ren- 
contrent l'axe Oz, 

Trouver les surfaces dont ces courbes sont les lignes de 
plus grande pente par rapport au plan xOy^. 

42. Étudier les caractéristiques de 

( j^ a?« — «2 j (I -hy>* -h 9'*) — {px ^qy^ ^)« = o. 

Elles sont dans des plans qui coupent orthogonalement les 
surfaces intégrales. Trouver leurs développées. 
Lignes de courbure des intégrales? 

43. Soit une surface 

rF = acosp, j^ = wsini^, ^ = ap-^U(w). 

Déterminer U de façon que l'une des familles d'asympto- 

tiques soit formée par les trajectoires orthogonales des 

courbes 

u = const. 

Pour cette forme deU, trouver une caténoïde applicable 
sur la surface. 

[L'alysséide ou caténoïde est la surface de révolution 



C'est la seule surface minima de révolution.] 
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44. A désignant la partie réel/e d'un nombre complexe, 
Ç et J^ deux variables liées par la relation 

la surface suivante est minima 

(J. Hadamard, BulL Se, math., «902.) 

45. Soit la surface 

Trouver les trajectoires orthogonales des génératriees? 
Former Téquatlon des asympto tiques. 
Intégrer lorsqu'on a 

g •=^ a cos w -h 6 sin u 

i^a et b sont constants). 

Dans ce cas, peut-on déterminer f de sorte que les 
asymptotiques aient pour projection sur le plan xOy des 
cercles passant par l'origine? 

46. On donne la partie réelle P(a:, y) d'une fonc- 
tion f(^z). Montrer que /(2) s'obtient à l'aide de la fonc- 
tion ^', si l'on a posé 

Zo étant conjugué de z. (R. Alezais, Nouv, Ann,, 1907.) 

47. Soit une surface telle que, sur une ligne asympto- 

ligue, on ait 

^=±:/(r)-hC, 
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S étant l'arc d'asymptoiique, r la distance d'un point de 
l'asymptotique à un point fixe^ G une constante. 

Cette surface est de révolution, ou bien elle est un cône. 
(G. TziTzÉicA, T. Lalesco, Nouv. Ann,, 1907.) 

48. Lignes asymptotiques de la surface lieu du milieu des 
cordes de la courbe 

X = t'\ y = «'»-t, z = f»-*. 
(J. DE Vries, Nouv. Ann,, 1907.) 

49. Note. — I. Les diamètres conjugués de Y Indicatrice 
de Dupin fournissent les lignes conjuguées sur une sur- 
face. \June de ces lignes a pour tangente Tintersection de 
deux plans tangents dont les points de contact sont infi- 
niment voisins sur Vautre, Soient rf et 8 deux directions 
conjuguées; la même voie qui a donné 

^cd^x (p. 3), 
donne 

d^OÙ 

D du 8w 4- D\du hv -h dv ôm) -\- D' dv Iv = o. 

Si les lignes w = const., ç^ = const. sont conjuguées, on a 

D'=o. 

{Voir le théorème de M. Koenigs, G. Darboux, Leçons, 
t. I, p. 1 12.) 

IL Surface minima, — La somme des rayons de cour- 
bure principaux est nulle, l'indicatrice est partout une 
hyperbole équilatere 

(n- ^*)r-- 7.pqs -i-(n-/?*)« = o. 
Nous rappelons que, la surface étant rapportée à son plan 
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tangent, 

rindicatrice esl 

50. Soient deux fonctions X(j;) et V(ç'). Les déterminer 
de façon que les courbes 

vx = const., = const. 

i — vx 

forment un réseau conjugué sur la surface E, enveloppe de 

z^vy = {v — x){\'—\') — l{y-^\). 

Lignes asymp toriques? 

51. Prendre un chemin d'intégration L tel que 

soit une solution de Téquarion différentielle 

/d^y dy\ 
"^(55^-3^;-^-^ = ^ (a = const.). 

52. Étudier l'équation aux dérivées partielles 

/?«-+- ^* -H w«=F((;), 
a}^ant posé 



u^px-^-qy-'-z, v= ^^ 

Former l'équation des caractéristiques dans leur plan. 
53. Soit a un paramètre et soit une famille de courbes : 

on suppose que, pour chaque valeur de a, les équarions (i), 
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(2), (3) ont une solution commune {^^ tj); 

Démontrer que, dans ces conditions : 

I® Ou bien le point (Ç, Tj) est ^j:e; 

1^ Ou bien la courbe (i) a, en ce point, un contact du 
second ordre avec son enveloppe. 

Trouver la condition telle que la seconde circonstance ait 
lieu. 

Même problème avec une famille de surfaces : 

les équations (i), (2), (3) ayant une solution commune : 
une courbe. 



NOTE BIBLIOGRAPHIQUE. 

Notre Bibliographie est très incomplète. 

Réparons ici quelques omissions : 

(Nous indiquons surtout des Mémoires trop récents pour 
avoir trouvé place dans V E ncycLopédie mathématique en 
cours de publication.) 

I** Introouctiojv (p. 19). — M. LiNDELÔF {Joumal dc 
M. Jordan, 1894) a complété, sur un point, la théorie de 
M. Picard. Soit un système d'équations différentielles 

Ctx \l = I, 2, ..., 71/ 

n 

\¥n{x,yi)-¥h{x,Yi)\<^Ki\yi--\i\. 
(Condition Cauchy-Lipschitz.) 
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On obtient un nombre p", à comparer à p', 

(Voir E. CoTTON, Acta mathematica, t. XXXI.) 

2** Chapitre IV. — Ponr réqualion de Fredholm nous 
devons encore citer les travaux de MM. Goursat, Lebesgue, 
RiESz, Bateman, de M™* Lebedeff, de MM. Kellogg, 
Weyl,Helli]vger.Hilb,Lauricella, Andrae, BoGGio, etc., 
et une Noie des Comptes rendus, de M. Sanielevici 
(juin 1908), conclusion des travaux de MM. H. Weber, 
ScHWARTz, PoiNCARÉ, PicARD, SUT la vibration des mem- 
branes. 

Pour le problème deDirichlet et les questions connexes, 
nous de>fons citer : 

G. Neumann, Procédé de la moyenne arithmétique 
[Untersuchungen ilber das Potential, Leipzig^, 1877). 

H. PoiNCARÉ, Méthode du balayage et travaux sur la 
Méthode de Neumann [Le Potentiel, 1899). 

A. ScHWARTz, Procédé alterné. — Représentation 
conforme (Werke, 1890). 

D. Hilbert, Méthode des variations. 

Travaux de MM. Picard, Korn, Stecklof, Liapoujvof, 
Lindeberg, Robin, Ernst Neumann, Zaremba, Le Roy, 
KiRCHHOF, Lebesgue, Beppo-Levi, Fubini, etc. 

Voir les livres de MM. Harnack, Picard, Pockels, 
BôcHER, Riemann, F. Klein, Korn, où Ton trouvera des 
indications sur les travaux anciens de Laplace, Gauss, 
Green, W. Thomson, Lamé, etc. 

Citons aussi les travaux, sur les fonctions polj'harmo- 
niques, de MM. Levi-Civita, Almansi, Lauricella, Boggio 
[Ace. dei Lincei, di Torino; fi. Ist. Veneto; Annali di 
Mat.). — Sur les problèmes de V élasticité, résolus par les 
équations intégrales, nous devons citer : L Fredholm 
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{Arkiv for Mat,, igoS) et G. Lauricella (/?. Ace, dei 
Lincei, 1906 et 1907). 

Faisons enfin une observation, relativement aux pro- 
blèmes de Dirichlet et Neumann(p. i34 et i35). 

Pour le Problème de Dirichlet, extérieur, dans le plan, 
il y a une condition de possibilité. — Dans l'espace, il 
n'y a pas de condition, car l'on n'a qu'à ajouter une simple 
couche à la double couche, — Ceci se reQète parfaite- 
ment dans l'étude de l'Équation de Fredholm correspon- 
dante. 

Voir, sur ces questions : H. Poincaré, Le Potentiel 
newtonien (p. 290, et Sog). — J. Plemelj, Mémoires 
cités. — G. Lauricella, Annale di Matematica et Nuovo 
Cimento, 1907. M. Plemelj rattache à l'équation de 
Fredholm les fonctions fondamentales (H. Poincaré, 
p. 353). 

3® Chapitre V. — Sur l'équation du type hyperbolique 
à n variables, M. Hadamard vient de publier un important 
Mémoire (Acta mathematica, t. XXXI). 

Je dois signaler une omission qui me concerne, due sans 
doute à ce que ce Mémoire a été écrit longtemps avant 
d'être imprimé : page 36o, M. Hadamard signale comme 
très difficile, et n'ayant pas été fait encore, certain calcul 
de dérivées secondes que j'ai donné, de façon inattaquable, 
dans le Journal de M, Jordan, en 1906. 

Relativement aux travaux de M. Goursat par les approxi- 
mations successives, sur les équations du type hyperbo- 
lique à deux variables, je dois signaler que certains d'entre 
eux ont été repris par M. E. Picard {Comptes rendus, 
1907). M. Picard résout une équation intégrale nouvelle 
(du type Volterra). Puis, M. A. Myller a encore repris la 
question (art. cité et Comptes rendus, juillet 1908). 
Pour les équations du type parabolique, voir : Fourier, 
Œuvres, 2 vol.; et Poincaré, Propagation de la chaleur, 
I vol. 
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Pour les problèmes de la Physique : 

P. DuHEM, Leçons, i vol. (Hermann, 1891). 

Nous renvoyons enfin aux excellents articles de V Ency- 
clopédie (t. II), de //. Burkhardt et F. Méyer, de A, 
Sommerfeld, de S, Pincherle, 



ERRATA, 



Page 4o, dernière ligne, lire : 

yi — a^ /i — aV 

Page ii3, paragraphe 5, il faut ajouter que les points i et e sont 
symétriques par rapport à Sq, 

Page II 5, ligne 9, lire : 

Page 116, formule (2) [comme page m, formule (7)], il est 
entendu que n est la normale intérieure à l'aire d'intégration. 

Page i34» dans toutes les formules, remplacer l'angle ^ par 
<x) = 7t — ^ (voir figure i4). 

Page 160, ligne 6, au lieu de : 

PQ et QR, 
lire : 

PQ et PR. 



FIN. 
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Goari d Analysa mailiéinâUqtià. > volumes in-ë ii^i-iû} se veudaul 
séparément . 

loHK I : Dérivées et difféTeriùe/tex^ ftité^mles définies. Dêi*elQpf>emeH(A 
*r/f xéri&t, Jppiicntmis géométriques. Voltime de vt*6'io ptgôê» avec 
!iù tigiires; \^o% , • . . , ao fr, 

ToMK ti : Thétyrie des fonctions anafyitques. Eqttafmm diffërenùeUûf* 
êquaitmis aut dé ruées p^riieiies. Eléments de vaktd des variations - 
Voliime de vi**>4o (lages, avec g ^ figures ; 190J ïo fp. 

FAINLET£ (Paul), Chargé de cours à la Faculté des Sciences de Lille. — 
Mémoire sur les équations difTérentieUes du premier ordre. Mémoire 
couronné pur rAcadéinitî des Sciences { graud prix dns i^cirndtjs niathé- 
iiiaLiquoSi 1 8çio ), Ifi-i ; 1 89^- - - - *-.*». 7 fr. 5o c. 

PETERSEN ( JEliua), Professeur à lUniversilé de Cop^itdidi^iic, Memlin* de 
r Vcadi^iuM^ royale des vSeiences. — Théorie des équatioûs algébriques. 
Truduil \vM MJaiîrknTj Examinateur d'admission a rHcolePolytochiiirï»t* 
de Pariîi. In-K, avec figures; 1S97. 10 fr. 

TANNERTdulesKSoîis-lïirecteurdes Éludes scieutifiques^à ï'ÉcoleNiir- 
\\u\W so|>(vritrmT. el MOLK 'Jules), ï*rofesseur a rijtiivcrsité de Naiicv, 
— Êlétnents de la théorie des fonctions elliptiques. \ volumi^ 
(ii-K t ô-if>). avec (ï^ur<*ft. 
Te M a i : / n l r&dttci iou , Catmii ditff!refi!iei(V^Ï*iàvl'w)\ ii^^S . 7 f r . 5o c . 

roMK ri ; Culati diffifreftitel (U* Partie): iHgti gfr. » 

Ï€tUU ni : Calrn / iniêgral ( I** Partie ) ; 1 898 ,...,....,... Ô fr. 5o r 
Jinm \\ : (^afenl inftf'^ral (II* ?miw) fit ^pphraUnn\'i Ï^*i2* [^ fr. ♦> 
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